
 

 

 انتقال میانگین سریع از طریق نمایش چگالی تراکم

 

 چکیده 

ای است که به صورت گسترده در کاربردهای تصویربرداری  بندی ثابت شدههای خوشه روش انتقال میانگین یکی از روش 

بندی بافت و غیره مورد استفاده قرار گرفته است. و ویدیو، نویززدایی، مسیریابی اشیاء، طبقه   تصویربندی  همچون قطعه 

ای، ابرخطی  است که در بسیاری از نقاط داده زمانی نسبتاً بالایی    با این وجود روش انتقال میانگین دارای پیچیدگی

برداری تصادفی برآورد چگالی  نماییم که بر نمونه روش انتقال میانگین سریع جدیدی ارائه می باشد. در این مقاله،  می 

های کامل  داده   KDEبه   ،کاهش یافته حاصل  KDEدهیم که نشان می   تئوری  باشد. به صورت( مبتنی می KDEکرنل )

نسبت کنیم که پیچیدگی زمانی روش انتقال میانگین سریع پیشنهادی  علاوه ثابت می باشد. به با دقت معینی نزدیک می 

قابل ملاحظه  بسیار  میزان  به  اصلی  میانگین  انتقال  روش  زمانی  پیچیدگی  پایینبه  می ای  برای  تر  نوعی  بهره  باشد؛ 

بندی تصویر و  قطعه نتایج  دهند که  های انجام شده نشان می باشد. آزمایشهای بزرگ، چندین مرتبه می اده مجموعه د

بندی تصویر و ویدیو مبتنی بر رئش انتقال میانگین استاندارد  روش انتقال میانگین سریع پیشنهادی با نتایج قطعه   ویدیو

مراتب گرافی برای تصاویر  ین سریع برای ساخت موثر سلسلهباشد. همچنین کاربرد جدید روش انتقال میانگ مشابه می 

شامل    توان آنها را همانند مسائل گرافکه می   ساختار حاصل برای حل مسائل بینایی کامپیوترنماییم؛  را نیز ارائه می 

 باشند. مطرح نمود بسیار سودمند می خودکار و شار اپتیکی بندی نیمه استریو، قطعه 

 

 

 



 . مقدمه 1

باشند، ای می بینایی رایانه های بسیار مقبول در زمینه  بندی انتقال میانگین از روش برآورد چگالی کرنل و روش خوشه

از روش انتقال میانگین به صورت گسترده  را ملاحظه نمایید. [ و مراجع ذکر شده در آنها 5، 10به عنوان مثال منابع ]

قطعه  همچون  تصویربرداری  کاربردهای  ]بندی  در  ویدیو  و  ]20،  5تصویر  نویززدایی   ،]3[ اشیاء  مسیریابی  و  7[،   ]

به طور کلی روش انتقال میانگین از دو مرحله تشکیل شده است:   است.  استفاده شده[ و غیره  11بندی بافت ]طبقه 

نماید و )ب(  )الف( ساخت چگالی احتمالی که توزیع نقاط مربوطه را در برخی از جاهای فضای ویژگی منعکس می 

 باشد. که به آن نزدیک می گاشت هر نقطه در مد )بیشینه( چگالی ن

گی  های بزرگ، پیچید بندی در مجموعه داده یکی از مشکلات اصلی در بکارگیری روش انتقال میانگین مبتنی بر خوشه 

داده  نقاط  از  تعدادی  ابرخطی می محاسباتی آن است که در  افزایش  روش باشد.  ای،  برای  های در دسترس مختلفی 

در انتقال میانگین   مقیاس فضامانند الی،  روش متویک  [ از  8سرعت روش انتقال مانگین وجود دارند. دمنتون و مگرت ] 

توالی انتقال میانگین، از  [ برای افزایش سرعت کلی در  23انش ]اند. یانگ و همکاربا افزایش پهنای باند استفاده کرده 

های  [، مجموع انتقال میانگین را به تعدادی از زیرمجموعه 13اند. گائو و همکارانش ]تبدیل گاوسی سریع بهره برده 

حلقه یک    dکرنل گاوسی چندبعدی برای اجرای    پذیری[ از تفکیک17پاریس و دوراند ]اند.  موضعی تفکیک نموده 

[ از ساختار داده زیرکی، درخت دوتایی، جهت افزایش سرعت 21اند. وانگ و همکارانش ]بعدی جداگانه استفاده نموده 

[ نیز در حدی به این 19]  “ انتقال سریع”اند. همچنین مقاله ویوالدی و سواتو در مورد  کرده   انتقال میانگین استفاده 

 باشد. مقوله مربوط می 

ایم که در آن مستقیماً با تشریح یا پیچیدگی فضای برآورد چگالی کرنل  ش جدیدی را معرفی نموده در این مقاله رو

باشند. تمرکز اصلی این مقاله بر روی روش انتقال میانگین ای خطی می باشیم که در تعدادی از نقاط داده مواجه می 

باشد. برداری مبتنی می های نمونه ده از روش برآورد چگالی کوچک شده کرنل با استفا سریع جدیدی است که بر محاسبه  

نشان می  نظری  به    KDEدهیم که  به صورت  یافته،  نزدیک می داده   KDEکاهش  با دقت موردنظر  باشد. های کامل 

به میزان قابل توجهی از پیچیدگی  کاهش یافته،    KDEپیچیدگی زمانی روش انتقال میانگین سریع پیشنهادی مبتنی بر  



چند برابر است. های بزرگ،  باشد؛ مقدار بهره نوعی در مورد مجموعه داده ل میانگین اصلی کمتر می زمانی روش انتقا

 نماییم.بندی، وجود این بهره بزرگ را به صورت تجربی اثبات می های انجام شده در خصوص قطعه در تعدادی از آزمایش 

های موجود برای  علاوه، روش جدید بر روش باشد؛ بهتر، ساده می ارائه شده متراکم   KDEفرایند ساخت  روش انجام  

تر برای عملکرد  های قدیمیتوان آن را همراستا با این روش افزایش انتقال میانگین متعامد بوده و در اکثر حالات می 

متراکم( در گذشته    KDEصوص )نمایش  های متعددی در خبه اجرا درآورد. شایان ذکر است با اینکه پژوهش   بسیار بهتر

های خودآرا استوار هستند های عصبی و نگاشتشبکه های مبتنی بر  بر روش   شدیداًها  اند اما این پژوهشانجام پذیرفته 

دیگر(  [. شبکه 12،  22،  18] مسائل  )همچنین  بالایی  اجرایی  پیچیدگی  به  این منجر می های عصبی  در  گردند که 

 م از آن اجتناب نماییم. ایپژوهش تلاش نموده 

و    KDE، در ابتدا به صورت خلاصه چارچوب  2اند. در بخش  های این مقاله به صورت زیر سازمان یافته بقیه قسمت 

یافتن مد موردنظر را مورد بررسی قرار داده  انتقال میانگین برای  ایجاد  ایم. سپس روش نمونه الگوریتم  برای  برداری 

متراکم، روش انتقال میانگین سریع خود را تعریف   KDEایم. سپس براساس این ارائه نموده  KDEتر از نمایشی متراکم 

همچنین قانونی بری  ایم.  و پیچیدگی محاسباتی آن را در مقایسه با انتقال میانگین استاندارد مورد تحلیل قرار داده 

، عملکرد روش پیشنهادی در  3. در بخش  ایمانتخاب پهنای باند بهینه برای روش انتقال میانگین سریع ارائه نموده 

ایم. در  نشان داده و نتایج آن را با روش انتقال میانگین استاندارد مقایسه کرده بندی تصویر و ویدیو را  کارهای قطعه 

ایجاد سلسه 4بخش   برای  میانگین سریع  انتقال  روش  نوین  کاربرد  ارائه  ،  را  تصاویر  برای  گراف چندمقیاسی  مراتب 

 گیری اختصاص داده شده است.نیز به نتیجه  5بخش  ایم.نموده 

 

 . انتقال میانگین سریع 2

ارائه می میانگین سریع را  انتقال  الگوریتم  این بخش،  بر  در  از مروری مختصر  انتقال میانگین نماییم. پس  الگوریتم 

نماییم  قرار داده و ثابت می های متراکم موجود برای برآورد چگالی کرنل را به صورت کلی مورد بحث  استاندارد، نمایش

بدست آوردن این نمایش فشرده،    پس از برداری این نمایش را برای ما به ارمغان خواهد آورد.  که الگوی مبتنی بر نمونه 



دهیم که پیچیدگی آن از پیچیدگی مربوط به روش انتقال  روش سریعی برای انتقال میانگین پیشنهاد نموده و نشان می

بندی این الگوریتم را مورد بررسی قرار داده و  ای معتدل از خوشه گونهباشد. سپس  میانگین استاندارد بسیار کمتر می 

 رسانیم.ام می بحث خود را با انتخاب بهینه پهنای باند به اتم

 

 مروری بر روش انتقال میانگین. 2.1

دهیم. به صورت خلاصه، این کار را با تعریف برآورد  روش انتقال میانگین عادی را مورد بررسی قرار می در این بخش،  

𝑖=1{𝑥𝑖}ای از نقاط  های در دسترس ما، مجموعه نماییم. داده ( آغاز می KDEچگالی کرنل )
𝑛    هستند که گاهی اوقات به

𝑥𝑖  موجودیت دارند:آنها بردارهای ویژگی اتلاق شده و در فضای اقلیدسی   ∈ ℝ𝑑  ،در کاربردهای بینایی کامپیوتری .

این احتمال وجود دارد که  وکسل در حالت سه بعدی( وجود دارد؛  معمولاً یک چنین برداری به ازای هر پیکسل )یا  

( این KDEاین بردار رنگ، رنگی که موقعیت به آن اضافه شده است، بافت و غیره باشد. بنابراین برآورد چگالی کرنل ) 

 باشند زیر می ها به صورت داده 

 
𝐾𝐇(𝑥چگالی احتمال در بردارنده نقاط در جایی است که در آن تابع  این رابطه، برآوری از   − 𝑥𝑖)    اساساً یک برآمدگی

𝐾𝐇(𝑧)به صورت خاص  باشد.  می   𝑥𝑖متمرکز در   = |𝐇|−1 2⁄ 𝐾(𝐇−1 2⁄ 𝑧)   گیریم که در آن کرنل  را در نظر می

𝐾    و بوده  شناسه  کوواریانس  میانگین صفر،  با  احتمال  limخود چگالی 
‖𝑥‖→∞

‖𝑥‖𝑑𝐾(𝑥) = می   0 ارضا  نماید.  را 

های های گاوسی، یکنواخت و اپانچنیکوف )چندبعدی(. در بسیاری از حالت عبارتند از: کرنل   𝐾های متداول برای  گزینه 

 باشد. ی این حالت ضروری نم قطری خواهد بود. به طور کلی 𝐇موردنظر،  

شروع    𝑥نوردی است؛ یعنی الگوریتم انتقال میانگین که از هر نقطه  تپه الگوریتم انتقال میانگین اساساً یک الگوریتم  

  KDEبرده و در نهایت در بیشینه )یا مد( موضعی    KDEشود، یک الگوی توالی ضروری است که  را به بالای تپه  می 

برای تعیین توالی انتقال میانگین، شکل کرنل را به وصرت  در آن واقع شده است.    𝑥شود که حوزه مطلوب متوقف می 



𝐾(𝑥)  صریح ساده نموده و شکل تقارن شعاعی   = 𝑐𝑘(‖𝑧‖2)   آوریم که  را بدست می𝑘  عدی  یک ب  لیدر آن، پروفای

باشد. با قرار دادن علامت  بهنجارش می یک    𝑐بوده و  های گاوسین یک بعدی، یکنواخت یا اپانچنیکوف  همانند پروفایل

𝑔 = 𝑘′ آید ، توالی انتقال میانگین به صورت زیر در می 

 
ها تضمین شده  زمان   تکرار تعدادی نامتناهی ازفرایند  باشد،  به مدی که حوزه مطلوب در آن واقع می   𝑥برای آوردن  

گام زمانی است )شایان ذکر است است. مزیت این روش بر روش صعود گرادیانی عادی، عدم نیاز به مجموعه پارامتر  

انتقال میانگین در تعداد گام  های بسیار کوچک که  که چنین پارامتری در عبارت بالا وجود ندراد(؛ از لحاظ عملی، 

 گردد. می باشد، همگرامی  5معمولاً در حدود 

𝑖=1{𝑥𝑖}بندی در مجموعه  بندی یا خوشه برای استفاده از الگوریتم انتقال میانگین برای قطعه 
𝑛 توان فرایند تکرار را  ی، م

𝑀1(𝑥)با قرار دادن  از هر نقطه داده آغاز نمود.   = 𝑀(𝑥)  ،𝑀2(𝑥) = 𝑀(𝑀(𝑥))    و غیره، هر نقطه𝑥𝑖    را در

𝑀∞(𝑥𝑖)  خاطرنشان میمی( نماییم که معمولاً  نگاریم𝑀5(𝑥𝑖)  از آنجا که تعداد مدها .)این کار را انجام خواهد داد

بندی وجود دارد که در عمل در تعدادی از  بندی یا خوشه باشند بنابراین شکلی از قطعه از تعداد نقاط بسیار کمتر می

 [. 14، 6، 20نمایند ]کاربردها بسیار خوب عمل می

 

2 . 2 . KDE تر: مسئلهمتراکم 

انتقال میانگین )بحث در خصوص این تمرین را به بخش  بدون محاسبه صریح پیچیدگی خوشه  موکول    5.  2بندی 

اگر با تصاویر بزرگی که  ای ابرخطی خواهد بود.  ، تعداد نقاط داده 𝑛نماییم که زمان اجرا در ، خاطرنشان می نماییم(می 

باشند. اما موضوع  می   710به سادگی در محدوده  𝑛شوند سر و کار داشته باشیم آنگاه  های روزانه حاصل میاز دوربین

بعدی  ناگوار آن است که   یا در تصویرسازی سه  و  ویدیوها  برای  انتقال میانگین  از روش  تا  اوقات علاقمندیم  گاهی 

بالاتر نیز به سادگی قابل انتظار خواهد  یا    810از مرتبه    𝑛ستفاده نماییم؛ در این حالت، ا MRIیا    CTهمچون تصاویر  



از   انتقال میانگین سریع استفاده نماییم. یکی  بنابراین بهتر آن است که روش  تنگناهای اصلی فراروی سرعت،  بود. 

، کار  KDEتر برای  باشد؛ بنابراین با بررسی مسئله یافتن توصیفی متراکم می   𝑂(𝑛)است که   KDEپیچیدگی توصیف  

 نماییم.خود را آغاز می 

نماید. یعنی درصدد  را بیابیم که از نقاط بسیار کمتری برای ایجاد آن استفاده می   𝑓(𝑥)نزدیک به   KDEمی خواهیم  

 باشیم:حل مسئله زیر می 

 
𝑚تعداد نقاط ثابت با   𝑚های احتمال و در آن معیار فاصله بین چگالی  𝐷که  ≪ 𝑛   سازی این روش بهینه باشند.  می

اصلی را تقریب زده اما از تعداد نقاط    KDE 𝑓به خوبی  است که     KDE 𝑓متضمن    �̂�𝑗ای  در جستجوی یافتن نقاط داده

 نماید.بسیار کمتری استفاده می 

های نظری با اطلاعات بیشتری  گونه گرفته تا مقیاس  𝐿𝑝، از فواصل  𝐷ی برای مقیاس فاصله  های طبیعی مختلف گزینه 

سازی حاصل کار ها، به طور کلی حل مسئله بهینه در تمامی این حالتلیبلر وجود دارند.    -گرایی کولبکوا همچون  

سازی غیرمحدب  گردد که به بهینه ظاهر می   𝐾در کرنل    �̂�𝑗دشواری است؛ این موضوع ناشی از این حقیقت است که  

باشند؛ هر تابع می چیزی بیشتر از     𝑓و    𝑓توان برای آن یافت. با این وجود  های کلی موثری را نمی حلو راه منجر شده  

 آورد.حلی موثر جهت مسئله نمایش تراکم را برای ما فراهم می دو آنها چگالی بوده و این حقیقت، ابزاری برای یافتن راه 

 

3 .2 .KDE برداری تر از طریق نمونه متراکم 

.)𝑓برداری از توزیع داده شده با  باشد: با نمونهحل ارائه شده ما بسیار ساده می راه خود را    �̂�𝑗های موردنظر  ، نمونه (

میانتخاب می  این روش، خاطرنشان  منطق  به  پرداختن  از  قبل  نمونه نماییم.  این  که  به صورت کلی  نماییم  برداری 

 ای به اجرا درآورد: یک روش سه مرحلهتوان آن را به عنوان  پذیر بوده و می امکان

𝑗. برای هر  1قضیه  = 1, … , 𝑚 ، کنیم که  فرض می�̂�𝑗  شود:به صورت زیر ساخته می 



𝑟𝑗عدد صحیح  . 1 ∈ {1, … , 𝑛}  نماییم.را به صورت تصادفی انتخاب می 

.)𝐾را از   𝛿𝑗نمونه تصادفی  . 2  کنیم. انتخاب می  (

3 .  �̂�𝑗 = 𝑥𝑟𝑗
+ H1 2⁄ 𝛿𝑗  دهیم. را قرار می 

 باشد. می 𝑓، نمونه مناسبی از  �̂�𝑗بنابراین 

 [ را ملاحظه نمایید.9: مرجع ]اثبات

.)𝐾توان نمونه را به سادگی از  مادامی که می  های  های موجود برای کرنل سازی نمود )همانند آنچه که در حالت ساده   (

 ، روش مورد نظر بسیار ساده خواهد بود. گاوسین، یکنواخت و اپانچنیکوف بود(

واقعی نزدیک خواهند    KDEرا بسازیم آیا به    �̂�𝑗های تصادفی  مبتنی بر نمونه   KDE 𝑓اکنون، سئوال اصلی این است: اگر  

ای که  هر نتیجه به خودی خود، متغیری تصادفی است )یعنی یک تابع تصادفی( و بنابراین    KDE 𝑓بود یا خیر؟ البته  

مطابق انتظار، نزدیک  به دنبال اثبات آن باشیم، ماهیتی احتمالی خواهند داشت. در حقیقت نتیجه زیر را داریم که  

 نماید: را تضمین می  𝐿2وم  در یک حس یا مفه  𝑓و   𝑓بودن  

را    𝑓بار از    𝑚برداری  ایجاد شده با روش نمونه   𝑓  ،KDEنقطه و    𝑛با    𝑓  ،KDEهمانند آنچه که در بالا بود  .  2قضیه  

�̂�در نظر گرفته و ماتریس پهنای باند قطری   = ℎ̂2𝐈   انتظاری  فاصله مربعی چشم دهیم.  را مدنظر قرار می𝐿2    بین دو

𝐽چگالی را در رابطه   = 𝐸 [∫ (𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥))
2

𝑑𝑥] گیریم. بنابرایندر نظر می 

 

 بستگی ندارند. 𝑚یا   ℎ̂هایی هستند که به  ثابت 𝑉و   𝐴 ،𝐵که در آن  

 [ را ملاحظه نمایید.9: مرجع ]اثبات

به اندازه کافی بزرگ    𝑚)مطابق انتظار( نزدیک خواهند بود اگر    𝑓و    KDE  ،𝑓معنی این قضیه بسیار سرراست است: دو  

این دقیقاً همان چیزی است که در    انتخاب شده باشد.  𝑚به صورت مناسب به عنوان تابعی از    ℎ̂بوده و پهنای باند  



  𝐿2در حس  کاهش یافته است اما    𝑂(𝑚)به    𝑂(𝑛)از    KDEباشیم: پیچیدگی توصیف  می نمایش تراکم به دنبال آن  

 ایم.مورد انتظار، مقداری نزدیک به همان چگالی ایجاد نموده 

؛ در بخش بعدی، به مسئله حساس نحوه استفاده از نمایش  مگردیبرمی   7.  2به مسئله انتخاب پهنای باند در بخش  

KDE   بندی انتقال میانگین باز خواهیم گشت. کاهیده خود در خوشه 

 

 انتقال میانگین سریع . 2.4

ای زیر  بندی انتقال میانگین گنجاند؟ از روش سه مرحله با تراکم بیشتر خود را الگوریتم خوشه  KDEتوان  چگونه می 

 کنیم: استفاده می 

{�̂�𝑗}گیریم تا  را در نظر می   𝑓نمونه از چگالی    𝑚:  بردارینمونه.  1
𝑖=1

𝑚
𝑓(𝑥)را بدست آوریم. چگالی جدید     =

∑ 𝐾ℎ̂(𝑥, �̂�𝑗)𝑚
𝑗=1  دهیم. را تشکیل می 

�̂�𝑗آوریم:  نمونه به اجرا درمی   𝑚: روش انتقال میانگین را بر روی هر  انتقال میانگین.  2 → �̂�∞(�̂�𝑗)  ،در اینجا .�̂�  

 ایم. ( برای انتقال میانگین استفاده نموده 𝑓)به جای  𝑓حاکی از آن است که از  

𝑥𝑖یابیم. بنابراین را می  ∗�̂�𝑗ترین نمونه جدید ، نزدیک 𝑥𝑖: برای هر  به عقبرو  نگاشت. 3 → �̂�∞(�̂�𝑗∗). 

آوریم.  کوچکتر به اجرا درمی   KDE، انتقال میانگین را بر روی این 2کاهیده را ساخته و در مرحله   KDE،  1در مرحله  

های اصلی است. در مرحله  به سمت داده رو به عقب  کاهیده، مسئله موجود همانا نگاشت    KDEتعیین این مدها در  با  

و از آنجا به مدی که    (∗�̂�𝑗های کاهیده )ترین نقطه در داده ( به نزدیک 𝑥𝑖های اصلی ) ، با نگاشت از هر نقطه در داده 3

 باشیم. ، مواجه می ( �̂�∞(�̂�𝑗∗))یابد در آن نقطه جریان می 

نمونه جهت محاسبه انتقال میانگین    𝑚دهد؛ به جای استفاده از تمامی  افزایش سرعت اصلی در مرحله دوم رخ می 

نظری دقیقت که این  نمونه استفاده نمود. در بخش بعدی، افزایش سرعت    𝑚ای از  یافته توان از مجموعه کاهشمی 

شود که اجرای فرایند به  یفی مورد بررسی قرار خواهیم داد؛ در اینجا خاطرنشان می روش در پی دارد را به صورت ک



  حتی خیلی بزرگتر و    100  مرتبه   تواند از شود که در عمل می منتهی می   𝑛/𝑚تواند به افزایش سرعت  صورت ساده می 

 بیشتر از آن نیز برود. 

 

 ل پیچیدگی . تحلی2.5

ترین همسایه است. شایان ذکر است که در تکرار  جنبه کلیدی موجود در محاسبه پیچیدگی، سرعت جستجوی نزدیک 

، 𝑥به نقطه موردنظر،    𝑥𝑖نمونه    𝑛های  ترین همسایه باید نزدیک ( را ملاحظه نمایید(،  1روش انتقال میانگین، معادله )

را    𝑞(𝑛)ترین همسایه در زمان  امکان جستجوی نزدیک اریم که  ای را درا محاسبه نمود. فرض کنید که ساختار داده 

هایی از این ساختارها خواهیم  باشد؛ به طور خلاصه به نمونه جهت محاسبه نیازمند می   𝑝(𝑛)زمان پردازش داده و به  

  𝑂(𝑞(𝑛))نگین به زمان  پرداخت اما در اینجا فعلاً آنها را باقی خواهیم گذاشت. در این حالت، هر تکرار فرایند انتقال میا

برای همگرایی لازم    𝑂(1)ی  باشد( که تکرارها)که در عمل هم صادق می   کنیممی جهت محاسبه نیاز دارد؛ و فرض  

به صورت    ها(کاهش کلی داده نقطه داده )یعنی الگوریتم    𝑛باشند، بنابراین هزینه اجرای الگوریتم بر روی تمامی  می 

 زیر خواهد بود 

 
کنیم. و پیچیدگی مربوط به هر مرحله را تفکیک می   برگشته  4.  2تر است؟ به بخش  الگوریتم پیشنهادی ما چقدر سریع

ایم؛  ، مرحله انتقال میانگین، را محاسبه نموده 2قبلاً پیچیدگی مرحله  ، است.  𝑂(𝑚)برداری،  ، مرحله نمونه 1مرحله  

𝑂(𝑝(𝑚)دهیم یعنی  نمونه انجام می   𝑚نمونه برای    𝑛به جای  که دارای عبارت ساده بالا است اما این کار را   +

𝑚𝑞(𝑚)).    را به اجرا درآوریم؛ یعنی برای هر    نگاشت رو به عقب ، باید  3در مرحله𝑛    ترین  نزدیک نمونه اصلی باید

پردازش را قبلاً برای آن  های خود )که زمان پیشاستفاده از ساختار داده   نمونه جدید را بیابیم. برای  𝑚نقاط موجود  

 باشدنیاز داریم. بنابراین مجموع موردنظر به صورت زیر می  𝑂(𝑛𝑞(𝑚))به  ایم(، به حساب آورده  2در مرحله 

 



𝑛، و از آنجایی که  𝑇𝑜𝑟𝑖𝑔(𝑛)با مقایسه این رابطه با عبارت موجود برای   = Ω(𝑚)   پیچیدگی آن را به  باشد می ،

ها استفاده نموده و با این مسئله به مقابله  به جزئیات دقیق ساختار داده از میزان وابستگی  ایم.  صراحت کاهش داده 

 پردازیم.می 

ساده  داده در  بنابراین  ترین حالت، هیچ ساختار  نداریم.  𝑝(𝑛)ای خاصی  = از    0 تعدادی  زمان جستجو در  و  بوده 

𝑞(𝑛)های  المان = 𝑂(𝑛) می خطی  حالت،  ،  این  در  𝑇𝑜𝑟𝑖𝑔(𝑛)باشد.  = 𝑂(𝑛2)   که  می حالی  در  باشد 

𝑇𝑟𝑒𝑑𝑢𝑐𝑒(𝑚, 𝑛) = 𝑂(𝑛𝑚)    است بنابراین افزایس سرعت ضریبی از𝑛/𝑚   های عملی موردنظر،  باشد. در حالتمی

𝑛/𝑚 >  باشد. این افزایش سرعت کاملاً یک افزایش سرعت موثر می بوده و بنابراین  100

ها در آن ابعاد  زمانی که ابعادی که داده   تر برای جستجو استفاده نمود.ای پیچیده توان از ساختارهای داده اکنون می 

𝑑وجود دارند   > پردازش  چندان سودمند نخواهند بود چون زمان پیش نمودارهای ورونوی    د،یا از این دست باشن  3

𝑝(𝑛) = 𝑂(𝑛⌈𝑑 2⁄ نیز دارای پیچیدگی فضایی    kdهای  ای متداول همچون درخت سایر ساختارهای داده است.    (⌈

در   ]می   𝑑نمایی  الگوریتم دسته[.  2باشند  از  نزدیکای  الگوریتم های  همچون  تقریبی  همسایه  بر  ترین  مبتنی  های 

ها ترین همسایههای نزدیک و نه نزدیک که اگر در پی یافتن همسایه وجود دارند    [2سازی حساس به مکان ]درهم 

𝑐شوند. در حقیقت اگر ضریب تقریبی  باشیم به جستجوهای موثرتری منجر می  ≥ نقاطی را  یعنی    -یمرا برگزین  1

بازهمی  درون  جستجو  مورد  قسمت  از  آنها  فاصله  که  ضریب  یابیم  از  می تزدیک   𝑐ای  همسایه  آنگاه   -باشد ترین 

𝑇𝑜𝑟𝑖𝑔(𝑛) = 𝑂(𝑛1+1 𝑐2⁄ ,𝑇𝑟𝑒𝑑𝑢𝑐𝑒(𝑚و    ( 𝑛) = 𝑂(𝑛𝑚1 𝑐2⁄ سرعت    ( افزایش  به  که  داشت  خواهیم  را 

𝑂(𝑛/𝑚1 𝑐2⁄ 𝑐[ را ملاحظه نمایید. معمولاً  2جع ]گردد، به عنوان مثال مرمنتهی می   ( = گیریم  را در نظر می   1.5

𝑛/𝑚که اگر   = نماییم  شود. )با این وجود خاطرنشان می منجر می  10باشد آنگاه به افزایش سرعتی در حدود  100

های نظری  گی اغلب دارای ویژدر عمل، اما این ساختارها  ای  این ساختارهای دادهرغم دشوار نبودن نسبی اجرای  علی که  

 [ را مشاهده نمایید.(2باشند، مرجع ]عالی می 

 

 



 هابندی نرم یا کارتون . متغیر: قطعه2.6

بندی نرم  قطعه ای موثر به نماییم که به گونه بندی انتقال میانگین سریع پیشنهاد می متغیر زیر را برای الگوریتم خوشه 

سازی بیشتر، دو مرحله اول را مجدداً شایان ذکر است که تنها مرحله سوم تغییر یافته است؛ برای روشن گردد.  منجر می 

 نماییم.ایجاد می 

{�̂�𝑗}گیریم تا  را در نظر می   𝑓نه از چگالی  نمو  𝑚:  بردارینمونه.  1
𝑖=1

𝑚
𝑓(𝑥)را بدست آوریم. چگالی جدید     =

∑ 𝐾ℎ̂(𝑥, �̂�𝑗)𝑚
𝑗=1  دهیم. را تشکیل می 

�̂�𝑗آوریم:  نمونه به اجرا درمی   𝑚: روش انتقال میانگین را بر روی هر  انتقال میانگین.  2 → �̂�∞(�̂�𝑗)  ،در اینجا .�̂�  

 ایم. ( برای انتقال میانگین استفاده نموده 𝑓)به جای  𝑓حاکی از آن است که از  

𝜔𝑖𝑗، وزن بین آنها را براساس  �̂�𝑗و هر    𝑥𝑖: برای هر  رو به عقب وزنی   نگاشت.  3 ∝ 𝐾ℎ(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)   نماییم  محاسبه می

𝑥𝑖بنابراین  باشد:  1ها برابر با به طوری که مجموع وزن  → ∑ 𝜔𝑖𝑗�̂�∞(�̂�𝑗)𝑚
𝑗=1. 

این روش با الگوی  مانند را نتیجه خواهد داد.  بندی هموار یا کارتون ای، قطعه بندی ثابت تکه این روش به جای قطعه 

هایی از هر دو  باشد. نمونهای برای تصویر اصلی می در جستجوی تقریب هموار تکه [ مشابه است که 16شاه ] - مامفورد

 خواهیم داد.نشان  3بندی نرم و سخت را در بخش قطعه 

 

 . پهنای باند بهینه2.7

گردیم.  ( داده شده بود، بازمی 2که در عبارت )  هکاهید   KDE 𝑓و    KDE 𝑓بین    𝐿2اکنون به عبارت موجود برای فاصله  

اندازه کافی بزرگ بوده و    𝑚نگریم که در آن  فرض کنید که ما به حالت مجانبی می  اندازه کافی کوچک    ℎ̂به  به 

 به خوبی به وسیله رابطه زیر تقریب زده شده است 𝐽باشد؛ در این حالت، حد بالایی مربوط به  می 

 
 



 ℎ̂در    𝐿را به حداقل مقدار خود برساند؛    𝑚  ،𝐿کنیم تا پهنای باندی را بیابیم که با ثابت نگه داشتن  اکنون تلاش می 

 رسیمق آن با صفر، به رابطه زیر می محدب بوده و با برابر قرار دادن مشت

 

  ℎ̂، روش ساده انتخاب  ℎبا داشتن پهنای باند اصلی  باشند.  های )نه چندان جالب توجه( می در آن ثابت  𝐶2و    𝐶1که  

 به رابطه زیر خواهیم رسید  𝐶1کاهیده را در اختیار خواهیم داشت؛ با حذف    KDEبرای 

 
 

 بندیهای قطعه . آزمون3

 بندی تصویر قطعه. 3.1

بندی تصویر، عملکرد روش انتقال میانگین سریع پیشنهادی را با روش انتقال میانگین استاندارد در  در آزمون قطعه 

های  پیکسل   Labرنگ  و از سه بردار    ته شدهبعدی در نظر گرف   5کنیم. بردارهای ویژگی  مورد سه تصویر با هم مقایسه می 

بندی و  ، اطلاعات مربوط به زمان 1در جدول  اند.  ( ساخته شده 𝑦و    𝑥مختصه فضایی مربوطه ) منفرد در تصویر و دو  

برداری برابر  اند. در هر مثال، ضریب نمونه نشان داده شده   1خود تصاویر در شکل  
𝑛

𝑚
= گذاشته شده است.   1024

را داشته باشیم؛   1024در حدود   تسریعیتحلیل پیچیدگی انجام شده ما نشان می دهد که باید انتظار داشتن ضریب  

رغم بحث های  که علی   kdها )براساس درخت  ترین همسایه رغم استفاده از جستجوهای سریع نزدیک در حقیقت علی 

نماید(، ضریب تسریعی در دو حالت از سه حالت موجود از این عمل می موجود در خصوص آن، در ابعاد پایین به خوبی  

 نشان داده شده است. 1نماید که در جدول یبرداری تجاوز م ضریب نمونه 

 
 بندی تصویر بندی برای قطعه زمان  . نتایج1جدول 



دوم(،  1در شکل   استاندارد )ستون  میانگین  انتقال  نتایج روش  متغیر  ،  میانگین سریع )ستون سوم( و  انتقال  روش 

بندی  ایم. بدیهی است که نتایج روش قطعه داده بندی نرم روش انتقال میانگین سریع )ستون چهارم( را نشان  قطعه 

رسند. های انتقال میانگین اصلی و سریع کاملاً با همدیگر همسان به نظر می سخت بدست آمده با استفاده از روش 

ای از تصویر اصلی با جزئیات کوچکی است که از تصویر  بندی نرم، نوعی کارتون هموار تکهمطابق انتظار روش قطعه 

 تواند مناسب باشد. اشته شده است. بنابراین برای کاربردهای کاهش نویز می اصلی برد

 
بندی انتقال میانگین استاندارد، )ج( نتیجه  بندی تصویر: )الف( تصویر اولیه، )ب( نتیجه قطعه مثالی از قطعه . 1شکل 

به نتایج مشابه قطعه بندی سخت در  بندی نرم انتقال میانگین نرم. بندی انتقال میانگین سریع، )د( گونه قطعه قطعه 

 باشد. تر می برابر سریع  1000یانگین اصلی، )ب( و )ج( توجه کنید؛ روش پیشنهادی از روش انتقال م

 

 𝒏/𝒎برداری  . تغییر ضریب نمونه 3.2

  برداری مختلف ونه ـدی، الگوریتم انتقال میانگین سریع با ضریب نمـبنبرداری بر قطعه برای درک تاثیر تغییر ضریب نمونه 

𝑛/𝑚   اند. قابل ذکر  نشان داده شده   2ایم. تصاویر در شکل  را در مورد تصویر طوطی بخش قبلی مورد استفاده قرار داده

𝑛/𝑚برداری تا در مواردی که ضریب نمونه است که الگوریتم  = نماید یابد نیز به خوبی عمل می افزایش می   4096



پیکسل است  5×  510که خود تصویر حاوی کمی بیش از  از آنجایی ر شکل )د( نشان داده شده است؛ دکه این مورد  

𝑚تنها  بکارگیریبا    که = باشد که بسیلر  متناظر می   KDEنمونه انتخاب شده به صورت تصادفی برای ساخت    131

𝑛/𝑚الگوریتم سریع در    قابل ملاحظه است. = آور نیست  شود؛ که البته چندان شگفتبا مشکل مواجه می  16384

باشد. در  متناظز می   KDEنمونه انتخاب شده به صورت تصادفی جهت ساخت    32چون این حالت با استفاده از تنها  

تولید   شود را برداری فرعی بالا، الگوریتم قطعاتی کاملاً متفاوت از آنچه که در ادامه اجرا می این نرخ نمونه حقیقت در  

 نماید. می 

 

𝑛  برداری. تاثیر تغییر شریب نمونه 2شکل  𝑚⁄ )الف( .𝑛 𝑚⁄ = 𝑛، )ب(  64 𝑚⁄ = 𝑛، )ج( 256 𝑚⁄ =

𝑛، )د(  1024 𝑚⁄ = 𝑛، )هـ(  4096 𝑚⁄ = 16384 . 

 

 بندی ویدیو . قطعه3.3

برای دو فریم متوالی از زنجیره ویدیو نشان داده شده است فریمی    10بندی ویدیو در یک تکرار  ، نتایج قطعه 3در شکل  

)ردیف بالا را مشاهده کنید(. در این آزمون، استفاده از روش انتقال میانگین سریع پیشنهادی در دو آرایش را با همدیگر 

های  )ردیف میانی(، قطعه بندی فریم به فریم انجام شده است. در آرایش دوم، داده آرایش  ایم. در نخستین  مقایسه نموده 

های منفرد بزرگی ترکیب شده و برای اجرای دو مرحله نخست فریمی در مجموعه داده   10حاصل از پنجره زمانی  

مورد استفاده  ،  1024ی جنبی  بردار ، با استفاده از ضریب نمونه 4.  2میانگین( در الگوریتم بخش    برداری و انتقال)نمونه 

نیز وجود دارد    5000برداری جنبی  . )شایان ذکر است که در این مثال، امکان استفاده از ضریب نمونه قرار گرفته است

مرحله سوم )نگاشت رو  شفافیت کمتری بوده و نقص بیشتری دارند.( بنابراین  که نتایج حاصل از آن تا حدودی دارای  

،  “( Windowedدار )محدود شده:  پنجره ”ر مورد هر فریم بکار گرفته شده است. نتایج نسخه  د  4.  2به عقب( لز بخش  



بندی  نامناسب طبقه به عنوان مثال این نسخه همانند روش فریم به فریم، رنگ هواپیما را  رسد؛  تر به نظر می واضح

اضافی است که در کاربردهایی همچون  ننموده است. گزینه دیگر همانا استفاده از محور زمانی به عنوان محور ویژگی  

بدیهی است که روش سریع پیشنهادی، احتمالات جدیدی را برای مواجهه با مجموعه  باشد.  مسیریابی هدف سودمند می 

 دهد.زمانی بزرگ را فراروی ما قرار می  -های فضایی داده 

 
بندی فریم به  رشته ویدیو. ردیف میانی: نتیجه قطعه بندی ویدیو. ردیف بالا: دو فریم اصلی از مثالی از قطعه . 3شکل 

فریمی با استفاده از روش    10بندی مبتنی بر پنجره فریم با استفاده از روش پیشنهادی. ردیف پایین: نتیجه قطعه 

 پیشنهادی.

 

 . کاربردها: سلسله مراتب گراف 4

های متناظر با یک تصویر  اد سلسه مرتبه گراف در این بخش، نحوه استفاده از الگوریتم انتقال میانگین سریع جهت ایج

همچون مسائل گراف و حل آنها   ایمسائل بینایی رایانه  ی ازتعداد درگیر بودن با نشان داده شده است. به دلیل خاص 

الگوریتم  از  استفاده  برش با  گرافی همچون  گرافهای  گراف   ،[ 15]  های  در  تداشتن ساختار چندمقیاسی  صویر  های 



خودکار و جریان اپتیکی و  بندی نیمههایی از این مسائل عبارتند از استریو، قطعه مثال تواند بسیار سودمند باشد.  می 

بر روی میدان همچنین مسائل متعددی   استقرایی  برآورد  بیشینه  به صورت  مواجه  که  آنها  با  مارکوف  های تصادفی 

توان از سلسله مراتب گراف  حل در این مسائل در روش چندمقیاسی معمول می برای کمک به فرایند تسریع راه هستیم.  

حل این راه سپس  ده است؛  ای حل ش تر و دانه مسئله موردنظر نخست در مقیاس درشت چندمقیاسی استفاده نمود:  

بر افزایش سرعت علاوه  این روش  برای شروع افزایش مقیاس بعدی مورد استفاده قرار گرفته است؛ و غیره.  مسئله  

ای دیگر از سلسله  منتهی گردد. برای مشاهده مثال مربوط به گونه تر  های دقیق هایی با جواب تواند به نمونه می   حلراه

 [ مراجعه نمایید.1به مرجع ]ای جبری استوار است، ی چندشبکههامرتبه گراف که بر روش 

 

 . سلسله مرتبه گراف4.1

نماییم. همانند با استفاده از انتقال میانگینی که در ادامه به آن پرداخته خواهد شد، سلسله مراتب پیوسته را تعریف می 

𝑖=1{𝑥𝑖}ای از بردارهای ویژگی  های ما حاوی مجموعهقبل، داده 
𝑚    است که در بیشتر کاربردهای موردنظر، هر نقطه داده

𝐇با ماتریس پهنای باند    𝑓ℎ(𝑥)  ،KDEبا مشخص نمودن    باشد.با پیکسلی از تصویر متناظر می = ℎ2𝐈    و با تعریف

𝑥    از یعنی  می   𝑥  حوزه موردنظر  𝑓ℎ  ،𝐵(𝑥)به عنوان مدی  𝐵(𝑥)باشد  = {𝑦 ∈ ℝ𝑑: 𝑀∞(𝑦) = 𝑥}.    گراف

 شودبه صورت زیر داده می  ℎمتناظر با پهنای باند  

 
 شوند های لبه به صورت زیر داده می و وزن 

 
باشند: مجموعه محدب دقیقاً همان  تعریف مجموعه محدب و مجموعه لبه از لحاظ انتقال میانگین، کاملاً طبیعی می 

های موردنظر در فضای ویژگی همجوار  مدها و مجموعه لبه همان مجموعه از جفت مدهایی است که حوزه مجموعه  

های موردنظر همسایه  هت بین نقاط موجود در حوزه ای منطقی و با اجتماع شبانیز به شیوه های لبه  باشند. وزنمی 



باشند. در عمل، انتگرال موجود در تعریف وزن لبه  و بدین وسیله بسیاری از تعاریف دیگر نیز ممکن می اند تعریف شده 

 را با مجموع متناظر آن تقریب خواهیم زد. 

 باشد: مطلوب زیر می های بدیهی است که این سلسله مراتب گراف پیوسته دارای ویژگی 

گیریم. بنابراین گرتف متناظر با  . سلسله مراتب گراف را به صورتی که در بالا تعریف شده است در نظر می 3قضیه  

ℎ = 𝑉0دارای ویژگی   0 = {𝑥𝑖}𝑖=1
𝑚   است در حالی که گراف متناظر باℎ = |∞𝑉|دارای ویژگی   ∞ =  است. 1

 [ را ملاحظه نمایید.9: مرجع ]اثبات

های اصلی تشکیل شده است به گرافی با یک رأس منفرد  به عبارت دیگر از گرافی که مجموعه رئوس آن از پیکسل 

 رود. این دقیقاً همان چیزی است که از سلسله مراتب چندمقیاسی انتظار می شویم. منتقل می 

ثابت را در نظر   باند  از سلسله مراتب گراف پیوسته به سلسله مراتب گراف گسسته، تعداد پهنای  برای تبدیل  حال 

𝐺ℓگیریم یعنی می  = 𝐺ℎℓ
ℓترازها یا سطوح از ، که در آن  = ℓ)ریزترین( تا   0 = 𝐿   شوند. ترین( اجرا می )درشت 

ℎℓبعدی، انتخاب    𝑑به ویژه در فضای   = 2
1

𝑑ℎℓ−1   ای که حجم پوشش در هر مرحله دو برابر  د به گونه باش طبیعی می

𝐿در این حالت انتظار داریم که  شده است.   ≈ log 𝑛    آمده    5.  2باشد؛ با استفاده از بحثی مشابه با آنجه که در بخش

معمولی به زمان  محاسبه این سلسله مراتب گراف گسسته با استفاده از انتقال میانگین  در  توان نشان داد که  است می 

𝑂(𝐿𝑛2) = 𝑂(𝑛2  log 𝑛)    .های خام در نظر گرفته شده  ترین همسایه های نزدیک )در اینجا ساختار داده نیازمندیم

 مزاجعه نمایید.(   5. 2است، برای دسترسی به مطالب با جزئیات بیشتر در این زمینه به بخش 

ℓبرای سطح ابتدایی )انتقال میانگین سریع، دو ملاحظه وجود دارد. نخست،  برای استفاده از الگوریتم   = ( سلسله  0

𝑚0های مراتب، از نمونه  ≪ 𝑛  به ترتیب   3و  2های توان استفاده نمود؛ این دقیقاً همان چیزی است که در بخش می

به دلیل افزایش پهنای  ملاحظه آن است که برای تمامی سطوح بعدی  دومین  ایم.  نظر نظری و تجربی نشان داده از نقطه 

ℎℓ.  های کمتری استفاده نمود توان از نمونه می باند این سطوح   ≈ 2
1

𝑑ℎℓ−1   برای استفاده در هر  توان  را داشته و می

ارائه شده در بخش   نتایج  از  با استفاده  و  از گراف  باند،    7.  2سطح  انتخاب پهنای  اینجا  مباحثبرای  در    ارائه شده 

𝑚ℓدر سطح های موردنیاز  تعداد نمونه   𝑚ℓه اگر تعمیم داد. به ویژ  هاخصوص پهنای باندها را به تعدادی از نمونه  ≈



2−
𝑑+1

𝑑 𝑚ℓ−1    باشد آنگاه  را داشته و یا برای𝑑    ،بزرگ𝑚ℓ ≈
1

2
𝑚ℓ−1  .بار دیگر و با استفاده از    را خواهیم داشت

بخش   در  شده  ارائه  صورت  5.  2منطق  به  را  گسسته  گراف  مراتب  سلسله  سریع  نسخه  پیچیدگی   ،

𝑂(∑ 𝑛2−ℓ𝑚0
𝐿
ℓ=0 ) = 𝑂(𝑛𝑚0) .خواهیم داشت 

خود انتقال میانگین بهتر  شایان ذکر است که ضریب تسریع در محاسبه سلسله مراتب گراف حتی از ضریب تسریع  

(𝑛/𝑚)باشد؛ یعنی  می  log 𝑛    در مقابل𝑛/𝑚   های موردنظر که در آنها  برای ضریب تسریع انتقال میانگین. در حالت

𝑛 ≈  (. 20- 25پوشی نیست )یعنی باشد، ضریب  چندان غیرقابل چشممی  108یا   107

 

 مثال  . 4.2

گراف برای تصویر ساحل دریا نشان داده شده است که با استفاده از روش سریعی  ، بخشی از سلسله مرتبه 4در شکل  

ℎ 64و    32،  16،  8لا به آن اشاره شده است، محاسبه گردیده است. چهار تصویر را برای پهنای باندهای  که در با = 

با احاطه هر ناحیه  باشند.  می   3و    11،  59،  266ها به ترتیب برابر  تعداد رئوس موجود برای این گراف ایم.  نشان داده 

چند نماییم؛ با این وجود شایان ذکر است که این نواحی همجوار، خود  ها را مجسم می همجوار با رنگ سفید، گراف 

باشد. این امر ناشی  از این نواحی همجوار می   چند عدد قطعه نبوده و اغلب یک یک قطعه )و بنابراین یک راس( شامل  

باشد ها لزوماً مسطح یا مستوی نیستند. این موضوع در مثال ارائه شده ما نیز صادق می باشد که گرفااز این حقیقت می 

 ای به صورت دار ماسهناحیه بافت باشد؛ بنابراین  چون بردار ویژگی ما به جای بافت، رنگی بدون افزودن موقعیت می 

غیرمجاور است. شود در حالی که در حقیقت این ناحیه تنها شامل چند گره  های متعدد مشاهده میهای با گره ناحیه

 یابد.سازی گراف همانن پهنای باند افزایش می توان دید که ساده حتی با در نظر گرفتن این اثر نیز می 



 

ℎ  تجسمی از سلسه مراتب گراف. )الف(. 4شکل  = 8  ،|𝑉| = ℎ   )ب(، 226 = 16 ،|𝑉| = ℎ، )ج( 59 =

32 ،|𝑉| = ℎ، )د(  11 = 64  ،|𝑉| =  . مباحث مربوطه در متن مقاله را ملاحظه نمایید ،. 3

 

 گیری. نتیجه5

برداری، نسخه سریعی از الگوریتم انتقال میانگین را ارائه  کوچک شده و با استفاده از روش نمونه   KDEبراساس محاسبه  

العاده الگوریتم انتقال میانگین سریع در  اصلی و همچنین پیچیدگی فوق   KDEکوچک شده به    KDEنزدیکی  ایم.  نموده 

سرعت الگوریتم را به صورت تجربی اثبات نموده  یم.  امقایسه با انتقال میانگین استاندارد را به صورت نظری نشان داده 

خوشه  در  آن  بالقوه  کاربردپذیری  داده و  مجموعه  داده بندی  ساختار  محاسبه  در  و  ویدیو  همچون  بزرگ  های  های 

همچون  پیچیده راای  شده  داده  نشان  گراف  مرتبه  داده   سلسله  در    ایم.نشان  را  الگوریتم  این  بتوان  که  امیدواریم 

خیلی زود مورد استفاده  های بزرگ موجود همچون تصاویر پزشکی  بندی سریع مجموعه داده یی همچون قطعه کاربردها

 قرار داد. 
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