
 

 

 طراحی و کاربرد فیلترهای قابل فرمان 

 

 چکیده 

غالبا نیاز است که فیلترهای مشابهی  بسیاری از کارهای پردازش تصویر و بینایی، کاربرد دارد.    فیلترهای جهت دار در

های  تطبیقی، در زوایای مختلف چرخاند، یا اینکه پاسخ فیلتر را در جهت    را به کار برد و آن را تحت شرایط کنترلی

ما برای ترکیب کردن فیلتر هایی با جهت های دلخواه  از یک ترکیب خطی فیلتر های پایه، یک    مختلف محاسبه کرد. 

و میتوان خروجی تحلیلی فیلتر  که در این ساختار، چرخش فیلتر در هر جهتی مجاز است    ایماده  ساختار را پیشنهاد د

تربیعی طراحی کرد تا بتوان فاز فیلترهای قابل فرمان را میتوان به صورت    تعیین می کنیم.   را به صورت تابعی از جهت

فرمان( فیلتر ها را نشان داده و مثالی از کاربرد آن  )هدایت  تطبیقی کنترل کرد. ما نحوه طراحی و  و جهت را به صورت  

زاویه ای، تشخیص لبه  و   فیلتر افقیلیز فاز و زاویه،  مورد ارائه خواهیم  کرد. از جمله در موارد زیر: آناها را در چندین 

  2پیاده سازی تجزیه ی موجقابل فرمان ساخت و آن را برای  .  همچنین میتوان یک نمایش هرمی  1شکل گیری از سایه  

فیلتر  مفاهیم مشابه را میتوان به طراحی فیلتر های قابل فرمان سه بعدی تعمیم داد که این     قابل فرمان، به کار برد. 

 های سه بعدی در آنالیز دنباله های تصاویر و داده های حجمی کاربرد دارد.  

 

 مقدمه  . 1

فشرده سازی     آنالیز بافت، تشخیص لبه،   مانند    و بینایی   فیلتر های جهت دار در بسیاری از کارهای پردازش تصویر 

در جهت دلخواه  حرکت و بهبود تصویر کاربرد دارد. در بسیاری از کارهای ذکر شده، اعمال فیلتر    ، آنالیز داده های تصویر

ما در این مقاله، تکنیک هایی را و تنت کنترل وفقی و تعیین خروجی فیلتر به عنوان تابعی از جهت و فاز، مفید است. 

 
1 shape-from-shading 
2 Wavelet decomposition 



و جهت دلخواه، سنتز )ترکیب( کرد. و روش این تکنیک ها اجازه میدهد که فیلترها را در زاویه  رسی خواهیم کرد که  بر

توصیف خواهیم  را    ساختارهایی کارآمد برای این فرآیند ، توسعه خواهیم داد.  همچنین  خروجی فیلتر  برای آنالیز  هایی را

چندین کرد و روش های طراحی  منعطف در فیلتر های دو بعدی و سه بعدی را بسط خواهیم داد و فیلتر ها را بر روی  

   [  آورده شده است. ۱۳و۱۲] کار در آنالیز تصاویر، اعمال خواهیم  کرد. گزارش های اولیه ی این تحقیق در مراجع 

چندین نسخه از فیلتر    جهت های مختلف، این است که اسخ یک فیلتر در  یکی از دیدگاه های موجود برای یافتن پ

یک دیدگاه کارآمدتر    کرد که  تفاوت این نسخه ها با یکدیگر، در اندکی چرخش زاویه باشد.    اعمال  ای  به گونه مشابه را  

برای     انجام داد.     3درون یابی ها  فیلتر مطابق با چند زاویه را به کار برد، سپس بین پاسخ  این است که تعداد اندکی  

تعیین شده و روش صحیح درون یابی بین پاسخ استفاده از این رویکرد، نیاز است که تعداد فیلتر های مورد استفاده  

 کرد.   نیز معینها را 

یک فیلتر در   در این خانواده،  از فیلتر ها استفاده می کنیم که ده ای توصیف خانوا  برای " فیلتر قابل فرمان "از واژه ی 

که هم فیلتر  می شود.  نشان خواهیم داد یک ترکیب خطی از مجموعه فیلترهای پایه، ترکیب جهت دلخواه، به عنوان 

که به چه تعداد فیلتر پایه  های دو بعدی و هم فیلترهای سه بعدی، قابل فرمان هستند، همچنین نشان خواهیم داد  

 بعدی  بحث  خواهیم کرد.   در خصوص حالت دوبرای فرمان  و کنترل  فیلتر داده شده، نیاز است. در ابتدا  

 

 یک مثال: . 2

گاوسی  دایروی است و بر حسب محور  را در نظر بگیرید که یک تابع متقارن      Gبه عنوان یک مثال، تابع دو بعدی   

 شده است:به صورت زیر نوشته    yو     xهای دستگاه دکارتی یعنی   

 

عملگر  مشتق  برای سادگی، ثابت های نرمال سازی و مقیاس بندی را برابر با یک قرار داده ایم.  همانگونه که می دانیم،  

در راستای محور     Gامین مشتق تابع   n.  [۲۲،۲۳،۲۴،۲۷،۳۴، ۲۱، ۱۸، ۱۶،  ۱۲،  ۸]فرمان است  قابلگیر، یک عملگر 

 
3 interpolation 



x    با  را Gnنماد    هکنیم ک   نمایش می دهیم. فرض می(… )θ   .به گونه ای که  نشان دهنده ی اپراتور چرخش باشد

f(x,y)  ،  fبرای تابع   θ(x, y)    چرخش تابع  چرخش تابعf    به اتدازه ی زاویه یθ   حول مرکز است. مشتق اول تابع

G1 را با   xگاوسی حول محور  
0°

 زیر است: ت نمایش می دهیم که به صور  

 
 درجه  چرخیده شده است،  به صورت زیر خواهد بود:   ۹۰اندازه تابعی مشابه با تابع بالا که به 

 
اند.می توان به طور خیلی سر راست نشان داد که فیلتر  نمایش داده شده       bو یک      aل  یک  این توابع در  شک

G1   تحت زاویه ی دلخواهθ وان  با ترکیب خطی ازت  را می G1
0°

G1 و  
90°

 نوشت: 

 

G1به خاطر اینکه  
0°

G1 و 
90°

G1 مجموعه فیلتر های   
θ  ،می گوییم که    را پوشش  می دهندG1

0°
G1و   

90°
فیلتر های پایه  

G1برای  
θ .هستند Cos(θ)     وsin(θ)   اظر با این فیلتر های پایه هستند. توابع درون یابی متن 

ترکیب با توجه به خطی بودن عملگر کانولوشن، می توان یک تصویر فیلتر شده در یک جهت دلخواه را با استفاده از  

G1  خطی تصاویر فیلتر شده با  
0°

G1و  
90°

 : را برای نمایش کانولوشن  به کار خواهیم برد. اگر  ترکیب کرد. عملگر *  

 
 آن گاه خواهیم داشت: 

 
فرمان را پیشنهاد می دهد. در بخش بعدی نتایج را تعمیم می  تصویر ساده از قابلیت  مشتق فیلتر های گاوسی یک  

[   را ۴۱و  36])برای مشاهده ی توسعه ی اخیر این دیدگاه مراجع  .  بتوانیم فیلتر های متنوعی را شامل شویم دهیم تا  

 مشاهده نمایید.(



 
 فیلتر های قابل فرمان. مثالی از  .1شکل 

(a)    G1
0°

 )افقی( است.  x که مشتق مرتبه اول یک تابع گاوسی نسبت به محور  

(b)     تابعG1
G1 که از چرخش تابع     90

با  ترکیب خطی این دو فیلتر،   .دست آمده استدرجه، به   90اندازه به     0

G1میتوان  
θ    را ساخت کهG1

θ  .شیفت دلخواهی از مشتق مرتبه اول گاوسی است 

(c)    G1
G1که با )  30

0°
+  

√3

2
G1

90       
1

2
G1از ترکیب های خطی مشابه برای سنتز      ( به دست آمده است. 

θ  

G1برای سنتز پاسخ یک تصویر به   ، فیلتر های پایه استفاده شده است. 
θ   ،با استفاده از پاسخ فیلتر های پایه به تصویر

 مورد استفاده قرار گرفته اند. 

(d)   تصویر دیسک دایروی 

(e)  G1
 که با دیسک کانوالو شده است. )با مقیاسی کوچک تر تصویر بالا(  0

(f)   G1
 شده است. d قسمت که با   90

(g)    G1
از  عبارت  و     شده است dکه با   30

1

2
 [image e] + 

√3

2
 [image f])(  .محاسبه گردیده است 

 

 

 



 قضایای فرمان پذیری در دو بعد  . 3

قابل فرمان باشد. یعنی بتوان آن را به صورت  f(x,y)به دنبال یافتن شرایطی هستین که تحت این شرایط، هر تابع   

 های چرخیده شده ی خودش نوشت. مجموع خطی از نسخه 

 شرط فرمان پذیری این است که : 

 
چه مقداری داشته باشد و اینکه   Mصدق می کنند و اینکه    ۸در معادله   f(x,y)می خواهیم بدانیم که جه توابعی از     

 چه تابعی باشند. kj (θ)توابع   

r ما در دستگاه مختصات قطبی یعنی   = √x2 + y2  وθ = arg (x, y)    .فرض کنید که  کار خواهیم کردf   هر

 دارای بسط فوریه باشد: ∅تابعی باشد که در زاویه ی قطبی  

 
 قضیه ی بعدی را اثبات خواهیم کرد.    Aر ضمیمه د

برقرار است اگر و تنها اگر توابع درون    ۸نوشت، معادله ی    ۹بسط  ( برای هر تابعی که بتوان آن را به صورت  ۱قضیه  

 جوابی از معادله ی زیر باشند: kj (θ) یاب

 

an(r)  داشته باشیم که    nاگر به ازای هر    = امین  سطر از ماتریس  nچپ معادله  و  امین سطر از سمت  nآن گاه  0

 برداشته شود.  باید  ۱۰سمت راست معادله ی 

، حداقل عدد ممکن تعداد توابع پایه ی مورد نیاز   f(r,∅)ما تمایل داریم که برای فرمان و هدایت یک تابع مشخص  

N−) مثبت و یا منفی تعداد فرکانس های   Tباشد.  فرض کنید که  ≤ n ≤ N)  برای بسط فوریه ی تابعf(r, phi)  



(∅)cosضرایب غیرصفر بسط فوریه در مختصات قطبی هستند. به عنوان مثال  an(r)باشد که   =
ej∅+e−j∅

2
دارای   

T=2     1 و + cos(∅) =
ej∅+e−j∅

2
+ ej0  دارایT=3  .در ضمیمه  خواهد بودB      حداقل تعداد فیلتر پایه از هر

 را به دست می آوریم که در شرط زیر صدق می کند:   f(r, phi)نوعی برای قابل فرمان بودن   

 
,gj(rکه    نتایج را به ما خواهد داد.   ۲قضیه ی هر مجموعه ای از توابع میتواند باشد. (∅

  ۹و قابل بسط به صورت معادله   f(r,∅)برای تابع  an(r)  که  صفر  تعداد ضرایب غیر      T(  فرض کنید که  ۲قضیه  

  Mعدد  خواهد بود. یعنی   T، برابر با  ۱۱در معادله ی   f(r,∅)که برای فرمان تابع  تابع پایه  باشد، آن گاه حداقل تعداد  

 باشد. Tباید بزرگتر و یا مساوی عدد  ۱۱در معادله ی 

تابع   Tجهت های  ، باید  ۸درهرصورت استفاده از نسخه های چرخیده شده ی تابع به عنوان توابع پایه برای معادله ی  

، به صورت مستقل خطی هستند.  در  ۱۰بنابراین ستون های ماتریس موجود در معادله ی  انتخاب شوند.  θjپایه یعنی  

دارای فاصله ی مساوی  ایه را به گونه ای انتخاب می کنیم که  پتوابع    به دلیل تقارن  و برای مقاومت در برابر نویز، عمل،  

در  an(r)  که  مقدار ضرائب غیر صفر  به   kj (θ)باشند. دقت کنید که توابع درون یابی یعنی  πدر فاصله ی صفر و  

 بستگی ندارد.   f(r, ∅)تجزیه ی زاویه ای فوریه ی فیلتر 

فوریه  یک تابع باند محدود یک بعدی را میتوان توسط تعداد محدودی از نمونه های مرتبط با تعداد جمله های بسط  

توابع زاویه ای باند محدود، دارای  نشان  می دهد که    ۲و    ۱نوشت که این تعداد، بیانگر درجه آزادی آیت. قضیه های  

 رفتار یکسانی هستند.  

نشان می دهیم. در دستگاه مختصات قطبی، مشتق    G1را با مشتق گیری مجدد از معادله فرمان برای    ۱کاربرد قضیه   

 اول تابع گاوسی برابر است با:

 



G1تابع   
0(r, دارای دو ضریب غیر صفر است، بنابراین بر اساس   ∅ بر اساس تجزیه ی فوریه در زاویه ی قطبی (∅

G1یه برای ترکیب تابع  دو تابع پامعادله ی یک، 
θ  به دست می آیند    ۱۰نیاز است. توابع درون یابی براساس معادلهدی

 سطر دوم برداشته شده است.  ، ولیکه همه ی ستون ها موجود هستند 

 

𝜃1  اگر یکی از توابع پایه را در زاویه ی = 𝜃2و دیگری را در زاویه ی  0° = انتخاب کنیم، آن گاه بر اساس  90°

 خواهیم داشت:  ۱۳معادله ی 

𝑘1(𝜃) = 𝑐𝑜𝑠(𝜃) , 𝑘2(𝜃) = 𝑠𝑖𝑛 (𝜃) 

𝐺1گوید که   ما می به  ۱بنابراین قضیه 
𝜃 = ∑ 𝑘𝑗(𝜃)𝐺1

𝜃𝑗 = 𝑐𝑜𝑠 (2
𝑗=1  تطابق دارد   ۴با معادله مورد که این  . 

که در یک شعاع ثابت، به عنوان تابعی از    سطح نقطه برخی از فیلتر های پایه ی قابل فرمان را نشان می دهد   2  شکل  

رسم شده است.  چرخش دلخواه هر یک از منحنی ها را میتوان به صورت ترکیب خطی از منحنی های   ∅  زاویه ی  

از شکل    a. قسمت  این گزاف ها مربوط است((چرخش فیلتر به انتقال    پایه ی نشان دادهدشوه بر روی گزاف نوشت 

𝐺1    یک بعدی    ش  دو تغییر بر
0°

𝐺1و  
90°

ثابت، رسم شده است. در این حالت، ویژگی    شعاع    را نشان می دهد که در 

یک ترکیب خطی از دو تابع سینوسی  را نی توان با یو سبنوسی در  فرمان به معنای بیان مجدد این حقیقت است که  

از این شکل، سطح مقطع هایی یک بعدی از توابع پایه قابل فرمان است که   cو     bفاز دلخواه سنتز کرد. قسمت   یک  

0.25 رابر با  توزیع افقی ب 𝑐𝑜𝑠(3∅) + 0.75 𝑐𝑜𝑠 (∅)  0.25 با  و 𝑐𝑜𝑠(3∅) − 1.25 𝑐𝑜𝑠 (∅)   است. از آنجا

تابع برای فرمان    ۴( به تعداد  ۱بر اساس قضیه) که هر یک از این بسط ها دارای دو ضریب فرکانس غیر صفر هستند،  

ند )هر چند که دامنه های آن ها متفاوت توابع سینوسی با فرکانس برابر هستنیاز است. از آنجا که هر دو تابع شامل  

 است(، ضرایب درون یابی برای این دو تابع یکسان است.  



 
سه دسته از توابع پایه قابل فرمان که  در یک شعاع ثابت، به عنوان تابعی از فرکانس   آزیموت  رسم شده   .2شکل 

      یک افست اختیاری برای هر یک از این توابع،  با استفاده از ترکیب خطی  توابع پایه به دست می آید. است.  

(a ) مجموعه پایه قابل فرمانG1        (b )  0.25چهار تابع پایه برای 𝑐𝑜𝑠(3∅) + 0.75 𝑐𝑜𝑠 (∅)          (c  )

0.25چهار تابع پایه برای   𝑐𝑜𝑠(3∅) − 1.25 𝑐𝑜𝑠 (∅)     از توابع درون یاب مشابه، برای قسمت های (b  و  )

(c .استفاده شده است ) 

,𝑓(𝑥 فرض کنید که  ( ۳قضیه  𝑦) = 𝑤(𝑟)𝑃𝑁 (𝑥, 𝑦) 

,𝑃𝑁(𝑥  یک تابع پنجره گذاری دلخواه و       W(r)که   𝑦)     مرتبه  یک چند جمله ایN     ازx     وy   است که ضرایب

هر زاویه ای چرخیده است،  که در        f(x,y)تابع پایه برای سنتز تابع    2N+1بستگی دارد. ترکیب خطی     rآن به  

,𝑃𝑁(𝑥را می دهد.  اگر تابع   𝑘𝑗(𝜃)  توابع درون یابی     ۱۰کافی است. معادله   𝑦) تنها شامل عبارات با درجه فرد باشد



و    تابع پایه، کافی خواهد بود  N+1آنگاه  تعداد    عددی فرد باشد( n+mکه حاصل  𝑥𝑛 𝑦𝑚 ) یعنی عبارات به فرم  

)سطر ها از عدد صفر شروع به شماره گذاری    به گونه ای اصلاح کرد که فقط سطر های با شماره فرد   را باید   ۱۰معادله   

 از بردار ستونی سمت چپ و ماتریس سمت راست در معادله قرار داشته باشند.  می شوند(  

روی محور زنات،    متقارن و لغزنده    پنجره ای    با استفاده از توابع چند جمله ای این امکان را می دهد که    ۳قضیه  

منطبق گردند که این منطبق گشتن بر  ،  مطلوببر فیلتر های  فیلترهای قابل فرمان را به گونه ای طراحی کنیم که  

برای یافتن حداقل    ۳انا قضیه ی    روی فیلتر مطلوب، نسبت به استفاده از سری فوریه  در مختصات قطبی ساده تر است.

صورت سری  ورد نیاز برای فرمان یک فیلتر، هیچ  تضمینی را ارائه نمی دهد.  نمایش یک تابع به  متعداد تابع پایه  

فوریه در زاویه، حداقل تعداد فیلتر های پایه مورد نیاز برای فرمان فیلتر را واضح  و مشخص می کند. در توصیف به  

ی از توابع پایه برای فرمان فیلتر است. به  مرتبه ی چند جمله ای تنها بیان کننده تعداد کافصورت چند جمله ای،  

  را در نظر بگیرید، که از نظر زاویه متقارن است . این تابع در بیان قطبی به صورت  نوشته می شود.   عنوان مثال، تابع... 

که از مرتبه ی چند   ۳برای فرمان این فیلتر، تنها یک تابع پایه مورد نیاز است. قضیه ی    بیان می کند که  ۲قضیه ی  

 برای فرمان فیلتر، کافی است.  تابع  ۳= ۱+۲تعداد    بیان می کند که  جمله ای استفاده می کند، 

وابعی که میتوان  است )کلیه ی تفرمان پذیری، یک ویژگی از دسته ی وسیعی از توابع  قضایای بالا نشان میدهد که  

بهرصورت   yو   xبرای آن ها حول زاویه بسط فوریه نوشت و یا توابعی که میتوان برای آن ها، یک بسط بر حسب زمان  

آن  فرمان هستند. چون هر یک از   قابلمشتق های از تمام مرتبه از توابع گاوسی،  توابع پنجره شعاعی متقارن نوشت(. 

 [  تابع پنجره  متقارن شعاعی(22جمله ای هرمیت ] )چند ها، یک چند جمله ای هستند. 

    Van Doornو     Keonderinkیک ساختار کلی برای استفاده از فیلتر های قابل فرمان را نشان می دهد.    ۳شکل  

    [ 21]و همکاران    Knutssonبا مشتق های گاوسی استفاده کردند  و    [ از این ساختار  ۲۴و       ۲۲،۲۳در مراجع ]

لز لین ساختار بل فیلتر های مربوطه استفاده کردند.  بخش اولیه ی این ساختار شامل بانکی از اجزای ثابت است که  

آن ها توسط بهره ی  فیلتر های پایه اختصاص یافته است و همیشه تصویر ورودی را کانوالو  میکند  و خروجی  به  



یابی را انجام  می دهند. جمع  ضرب می شود که این بهره ها در هر یک از زمان ها و مکان ها، عمل  درون   4ماسک 

 نهایی، تصویر فیلتر شده ی وفقی را تولید میکند.

یک دیدگاه جایگزین برای دیدگاه معرفی شده در اینجا برای فرمان فیلتر ها این است که تمامی جهت های تابع را بر  

چند جمله ای های به کار رفته در مدل  موعه ی کامل از توابع پایه ی متعامد مانند توابع  هرنیت و یا  روی یک مج

facet [16در مرجع ]   تصویر کنیم. سپس می توان فیلتر را با تغییر ضرایب بسط، کنترل و فرمان  کرد. چنین بسط

به تعداد بیشتری از توابع  د. اما در حالت کلی، هایی اجازه می دهد که بتوان فیلتر را به صورت منعطف تری کنترل کر

، نیاز دارند. به عنوان مثال برای فرمان یک چند ۲پایه در مقایسه با حداقل تعداد توابع پایه ی ارائه شده در قضیه ی  

مل  خواهد بود. در حالی که یک مجموعه کا  2N+1تعداد توابع پایه کافی برای فرمان برابر با )  Nمرتبه یجمله ای  

همچنین تجزیه ی عمومی برای تطابق با اجزای     به ..... توابع مایه نیاز دارند  2N+1از توابع پایه ی چند جمله ای  

اگر از نسخه های چرخیده شده تابع به  به ته دل بیشتری از توابع پایه  نیاز دارند در حالی که  متقارن چرخشی تابع  

 پایه ی اضافی نیازی نخواهد بود.  عنوان توابع پایه استفاده شود، به تعداد 

 
  یک بانکی از فیلتر های اختصاصی،  تصویر را پردازش می کند.  : بلوک دیاگرام سیستمی فیلتر قابل فرمان. 3شکل 

  میشود که باعث کنترل وفقی  جهت  فیلتر ضربدر یکدیگر آن ها توسط یک مجموعه از   نقشه ی بهره،    خروجی

 سنتز شده، می شود. 

 
4 Mask gain 



 طراحی فیلتر های قابل فرمان . 4

پایه داده شده باشند، قابل  دارای باند محدود در فدکانس زاویه ای، به شرطی که تعداد کافی از فیلتر های    تمامی توابع  

   به تعداد کمتری از توابع پایه نیاز دارند.  رد،فرمان هستند. انا در عمل بسیاری از توابع پرکارب

طراحی  می کنیم.     G2فرمان را بر اساس پاسخ فرکانس مشتق دوم گاوسیبه عنوان مثال، یک جفت تربیعی قابل  

درجه با   ۹۰فقط به اندازه  گفته می شود، اگر که دارای پاسخ فرکانسی مشابهی باشند و     5تابع، تربیعی  یک جفت  

[( چنین جفت هایی این این امکان را نی  4یکدیگر اختلاف فاز داشته باشند. )به عنوان مثال تبدیل هیلبرت یکدیگر ]

س این فیلتر ها در یک زاویه ی دلخواه  قدرت طیفی را مستقل از زاویه، آنالیز کنیم. همچنین اگر پاسخ فرکاندهد که  

بافت   حرکت،  آنالیز  در  هایی  فیلتر  چنین  کرد.  ترکیب  را  ها  آن  توان  می  باشد،  شده  دارند داده  کاربرد  جهت  و 

[  و یک  ۲۳،۲۴،۲۵،  22]. مشتق های گاوسی توابعی کتاب برای در آنالیز تصاویر هستند  [1،۳،۱۱،۱۷،۱۹،۳۱،۳۸]

  در بسیاری از کاربردهای بینایی مفید خواهد بود ز آن ها جفت تربیعی قابل فرمان ا

,𝑓(𝑥  در ابتدا یک مجموعه پایه قابل فرمان برای مشتق دوم گاوسی یعنی    𝑦) = 𝐺2
0 = (4𝑥2 − 2)𝑒−(𝑥2+𝑦2) 

سپس    منجر به تولید چند جمله ای درجه دوم و پنجره گاوسی متقارن شعاعی میرشود که این امر،   مطراحی می کنی

 برای توابع درون یاب به صورت زیر خواهد بود:  ۱۰، سه تایعرپایه کافی خواهد بود. معادله ۳بر اساس قضیه ی 

 

𝜃1    با حل سیستم در زوایای  سه معادله سیستم را می دهد.    ۱۴بخش های حقیقی و موهومی معادله   = و     0°

𝜃2 = 𝜃3و   60° =  خواهیم داشت:120°

 

 

 
5 quadratic 



با استفاده از یافتن تطابق حداقل مربع خطا با یک تابع چند جمله ای گاوسی، یک  می توان   G2برای تبدیل هیلبرت 

سه، به یک سطح رضایت تقریب برای آن به دست آورد. توانستیم با استفاده از چند جمله ای های با تقارن فرد  و مرتبه  

ارجاع خواهیم   H2این تقریب با  ما به    % توان کلی سیگنال باشد( برسیم.  ۱بخش از تقریب )توان خطای کل کمتر از 

  چندین مرتبه ی چند جمله ای داده شده استبا آن برای فرمول فرمان  Fداشت.  در ضمیمه ی 

بر ردی تبدیل    H2را نشان نی دهد. کیفیت تطابق   H2و   G2از، برش هایی یک بعدی از  ۴از شکل    bو   aقسمت   

𝐺2)(   گاوسی    و شبهنسبتا خوب است. که این کیفیت، با توابع انرژی نرم     G2هیلبرت  
2 + 𝐻2

نشان داده شده است     2

 این شکل نمایش داده شده است.   dدر قسمت   و نزدیکی اندازه ی طیف فوریه یر هر تابع، 

این هفت تابع      بهرصورت دلخواه در فاز و جهت، کافی خواهد بود.   G2برلیرشیفت    H2و   G2هفت تابع پایه برای  

لیستی از چندین زوج تربیعی  بر    2و    1آورده شده است. جدول های    5پایه و اندازه تبدیل فوریه آن ها، در شکل  

 اساس مرتبه ی مشتق گاوسی و تطابق آن ها با تبدیل هیلبرت را ارایه کرده است. 

 
بر چند جمله ای درجه سوم     H2 ( b)مشتق مرتبه دوم تابع گاوسی یک بعدی را نشان می دهد.   ( a:  )4شکل 

2(𝐺2):   اندازه گیری انرژی   (c) منطبق شده است.      aدر قسمت   تبدیل هیلبرت تابع معرفی شده + (𝐻2)2. 

(d)   تبدیل فوریه ی نمودار های قسمت    اندازهa     وb    .را نشان می دهد 



 
،   ۵از شکل    bو      aسطر های    .(b و    a )سطر های   G2و    H2جفت تربیعی ی   های  پایه  فیلتر : 5شکل 

  G2و    H2می دهند.  اندازه ی طیف فیلتر های   هایشان در کلیه ی جهات پوشش را با استفاده از فیلتر  ضاکل ف 

می توانند جهت    H2و   G2درجه اختلاف فاز دارند.  فیلتر های قابل فرمان   ۹۰مشابه هستند و فقط به اندازه ی  

پایه ی  نشان دهنده ی تابع     fو     cهای محلی،  انرژی و فاز را در همه ی جهات اندازه گیری کنند.  سطر های   

 را سنتز کنند.  H2و   G2  می توانند به ترتیب، همه ی چرخش های پذیر، معادل هستند که جدایی 

 

 طراحی فیلتر های قابل فرمان و جدایی پذیر  . 4.1

جدایی پذیر نیستند که این امر، باعث تحمیل هزینه های     x-yبرای  بسایری ا زتوابع قابل فرمان، توابع پایه از نظر  

  x , yمحاسباتی بالایی خواهد شد. برای بسیاری از کاربرد های بینایی ماشین، تمایل داریم که فیلترهای پایه حول  

 جدایی پذیر باشند.   



نوشت، یک پایه    y و   x که بتوان آن را به صورت چند جمله ای بر حسب  fدر ابتدا ذکر  می کنیم که برای هر تابع 

باشد. اعمال فرمول     x-yی جدایی پدیر   وجود خواهد داشت، هر چند که ممکن است چندین تابع اساسی داشته 

و    xدر چند جمله ای، منجر می شود که حاصلجمعی از حاصلضرب توان های     x ,yچرخش به هر یک از عبارت های  

y   ضریب این جمله ها، تابعی از زاویه ی چرخش است:به وجود آید که 

 
  x-yدر چند جمله ای چرخیده شده را می توان به عنوان یک تابع پایه ی جدایی پذیر   x ,y هر یک از حاصل ضرب  

 یا همان تابع درون یاب است.    𝑘𝑗𝑙(𝜃)تلقی کرد که ضریب آن  

وجود دارد که شامل کمترین تعداد فیلتر پایه است که برای     x-yیک مجموعه پایه جدایی پذیر    ،در بسیاری از مواقع 

این پایه جدایی پذیر باعث می شود که با کارآیی بالا، بتوان فیلتر    تابع هدف، در همه ی جهت ها گسترده شده است.

برای    x-yنشان دهنده ی مجموعه پایه ی جدایی پذیر    ،  5شکل  از     fو   c ها را فرمان و کنترل کرد. ردیف های  

فرم تابعی و مقادیر فیلتر دیجیتال برای نسخه های جدایی پذیر    9و    3،5،7جدول های  است.    H2و    G2فیلترهای  

برای توابع جدایی    فرمول فرمان را    Dه  را در اختیار قرار می دهد. در ضمیم    H4و    G2  ،H2  ،G4 از توابع پایه  ی  

 به دست آورده  و نشان می دهیم که این توابع پایه جدایی پذیر را چگونه بیابیم. x-yپذیر 

 

 فیلتر های فضای گسسته . 4.2

های  ممکن است در خصوص افزایش پیچیدگی  حال که قضایای فرمان و کنترل برای فیلتر های پیوسته استخراج شد،  

اما اگر یک فیلتر پیوسته، قابل فرمان باشد   کار با توابع نمونه برداری شده  ی گسسته، نگرانی هایی وجود داشته باشد.

نمونه برداری  ترتیب    توان    چون می  قابل فرمان خواهد بود.  پس نسخه ی نمونه برداری شده ی آن نیز به همان صورت 

پایه نمونه برداری شده ی فضایی با نمونه  مجموع وزن دار یک مجموعه از توابع    فضایی و فرمان را با یکدیگر عوض کرد.

  ی از یک فیلتر بنابراین می توان با نمونه بردار  برداری فضایی از مجموع وزن دار توابع پایه ی پیوسته، معادل است. 



و    3،5،7در جداول  H4و  G2 ،H2 ،G4پیوسته، به یک فیلتر قابل فرمان رسید. نسخه های نمونه برداری شده برای  

   داده شده است. 9

همچنین می توان فیلتر ها را در حوزه فرکانس طراحی کرد که در آن حوزه می توان بخش های زاویه ای و شعاعی را  

این امکان را در اختیار ما قرار می دهد که فیلتر های    ]33و25[تکنیک های سنتی طراحی فیلتر    .]19[   کردطراحی  

پس می توان تغییرات زاویه ای مورد نیاز برای ایجاد    دو بعدی متقارن دایروی با پاسخ شعاعی مطلوب را طراحی کنیم. 

که پاسخ ) در صورتی    ]25[  رکانس بر روی آن فیلتر اعمال کرد یک پایه قابل فرمان را با استفاده از نمونه برداری ف

 . . با تبدیل معکوس از پاسخ فرکانسی نمونه برداری شده، میتئان به کرنل فیلتر دست یافتزاویه ای نسبتا هموار باشد(

بخشی از یک تجزیه ی هرمی  فیلتر به گونه ای طراحی شده است که    یک مثال از این مورد را نشان می دهد.  6شکل  

وارونه و قابل تنطیم باشد که در زیر توصیف شده است. قید های روی تجزیه ی چند مقیاسی،به پاسخ فرکانسی شعاعی  

برای تبدیل فیلتر یک بعدی به یک فیلتر دو بعدی     ]25[از روش تبدیل فرکانسی    منجر شده است.    (a)6در شکل  

 ، استفاده کردیم. (b)6در متقارن زاویه ای نشان داده شده 

زیرباند تقسیم می    4به       𝑐𝑜𝑠3   (ν)این باند را با اعمال تغییر زاویه ای به صورت با داشتن باند فرکانسی شعاعی،  

مثبت و منفی      )فرکانس زاویه ای در فرکانس های    4این تابع دارای    زاویه محوری در فرکانس است.  νکنیم که  

که مطلوب ما بوده است، ضرب کرده و از پاسخ    ، به  1بنابراین طبق قضیه    است.      ) مثبت و منفی سه و )     (یک

پاسخ اندازه ی فرکانس فیلتر   (c-f)6شکل های    ضربه فیلتر پایه ی حاصل شده،  معکوس تبدیل فوریه گرفته ایم.  

 های قابل تنطیم دیجیتال را نشان می دهد.



 

  یک توزیع مطلوب از فرکانس    ( aدیجیتال. )و روند طراحی فیلتر قابل فرمان     فیلتر  فرکانس نمودار پاسخ:  6شکل 

پاسخ فرکانسی زاویه ای متقارن دو بعدی مطلوب را نمایش می دهد که با استفاده  ( b)   می دهد.   شعاعی را نمایش

𝑐𝑜𝑠3(𝜈در  پاسخ فرکانس زاویه ای مطلوب یعنی  عبارت      ( b) از تبدیل فرکانس به دست آمده است.   − 𝜃)  

پاسخ   ل شده است.ضرب شده است و  گرفتن تبدیل معکوس از ان، به یک مجموعه پایه از توابع قابل فرمان تبدی

 نشان داده شده است.  (c-f)  در قسمت های  ،های فرکانسی چهار فیلتر حاصله که  دیجیتال  و قابل فرمان هستند 

 

 هرم قابل تنظیم برای تجزیه چند مقیاسی   . 4.3

اعمال هر یک از فیلتر    استفاده کرده ایم.      ]41[ما از فیلتر های قابل فرمان برای تجزیه هرم وارونه چند مقیاسی در  

یک بار بر روی سیگنال، باعث ایجاد ضرایب تبدیل می شود. بااستفاده از هر فیلتر برای بار دوم) استفاده  های تجزیه،  

 منعکس شده اند( و جمع نتایج، یک نسخه پایین گذر ار تصویر را بازسازی می کند.از مقادیر شیر فیلتر که حول مبدا  

به خاطر اینکه  کلیه فیلتر های هرمی، باند محدود هستند، برای بازسازی تصویر اصلی باید یک تصویر باقی مانده ی  

برای پیاده سازی این تجزیه، ما بخش های شعاعی و زاویه ای طرح      (]43[مانند    )بالاگذر به پشت تصویر اضافه شود.  

قطبی جدایی پذیر را طراحی کردیم. بنابراین مربع پاسخ هر فیلتر، برای ایجاد وحدت، در صفحه ی فرکانس اضافه شده  

 است. 



، یک مجموعه  چهار فیلتر باند محدود در سطح های مختلف هرم  می دهد.  شان را ن  کنترلنمایش هرم قابل    7شکل   

چرخیده شده است. اما ضرایب   135و    90،  45،  0فیلترهای پایه ی هرم در زوایایپایه قابل فرمان را تشکیل می دهد.  

هنگامی که در هر یک از سطح   هر یک از چرخش های فیلتر، از ترکیب خطی خروجی چهار فیلتر  به دست می آید.  

  ه یک نسخه فیلتر شده از تصویر اصلی با بیشتزی تطابق، تبدیل می شود. ها، مجددا فیلتر های پایه اعمال شوند، هرم ب 

تبدیل  تصویر هرمی قابل تنظیم این امکان را می دهد که بتوان بر بروی آنالیز جهت در همه ی مقیاس ها، کنترل  

 داشت.

یک تبدیل تصویر است که همه ی توابع پایه از تاخیر، انتقالل و چرخش یک تابع به دست می    هرم قابل فرمان،  )  ۵-۱

. بسیاری از تحقیقات صورت گرفته بر روی     ]26و15[  آیند. از این رو می توان آن را یک تبدیل موجک لحاظ کرد 

ها می توان به فیلتر آینه  امل موجک های متعامد گسسته هستند که از جمله ی این موجک  تجزیه موجک تصویر، ش 

ها ساخته می شوند و برای کاربردهای کدگذاری     QMF. هرم ها از    ]42و    10،26،40[( اشاره کرد  QMFی تربیعی )

تصویر، برای ذ=رسیدن به عملکرد بهینه می توان از سایر تبدیل های موجک استفاده کرد. چنین نمایش هایی معمولا 

که این امر     ]44و    26،  2[بر روی مش های مستطیلی ساخته می شود    x-yبا استفاده از فیلتر های جدایی پذیر  

بر مبنای        ]39و    2[در     Adelsonو    Simoncelli  کیفیت فرمان و کنترل جهت را به طور عمده محدود می کند.

این اهرام علاوه بر متعامد بودن و   ساختند. QMF فیلتر های قرار داده شده بر روی مش های شش ضلعی، هرم های  

اما توابه پایه قابل فرمان نیست و    شبیه بودن، در همه ی باند ها از قذرت خوبی برای فرمان جهت برخوردار هستند. 

نیست. بهینه  آنالیز جهت،  برای  نمایش،  تنظیم جهت در مراجع    این  با     ]43و    9،14،28[هرم های غیر متعامد 

 توصیف شده است.

بدون    هرم های قابل فرمانی که دراین جا توصیف می شوند، غیر کامل هستند.،   QMFلاف هرم های مبتنی بر  بر خ

برابر تعداد موجود در تصویر اصلی، نمونه وجود دارد.    1/3  5در ضرایب نمایش دهنده     در نظر گرفتن تصویر باقیمانده،  

ناکاملی باعث محدود کردن    برابر ناکاملی در همه ی جهات وجوددارد.    1/3  1،  5) مشابه با هرم لاپلاسین در مرجع  

ش تصویر، سادگی افزایش یابد. کارآیی آن می شود، اما در عوض  باعث می شد که در بسیاری از کاربرد های پرداز 



علیرغم غیر متعامد بودن، همچنان وارونه است. یعنی توابعی که برای ساخت نمایش هرمی به کار می روند، با توابعی  

 که برای بازسازی آن استفاده می شوند، یکسان هستند. 

 
.  فیلتر های آنالیز  ، فیلتر شده استپایین گذرکه  به صورت  تصویر اصلی  (  a)    تبدیل تصویر قابل فرمان. : 7شکل 

،  فیلترقرار گرفته است را نشان می دهد.  این چهار  ۴۵و  ۱۳۵و    ۹۰کننده ی فاز نامتقارن که در جهت های  صفر و 

یک  هر جهت دلخواه از این فیلتر را می توان به صورت   یک مجموعه  ی پایه ی قابل فرمان را تشکیل می دهند. 

  (. aمیان گذر قابل فرمان در بیان هرمی چند مقیاسی از )ضرایب ( e) –( c)  نوشت. ترکیب خطی از فیلتر های پایه 

ضرایب تبدیل را برای آنالیز فیلتر هایی که در هر زاویه ای قرار  ضرایب تبدیل، می تواند یک ترکیب خطی از این 

( تطابق زیادی  aبیان هرمی، که با شکل )تصویر بازسازی شده از ( g( تصویر پایین گذر. )fگرفته اند، سنتز کند.  ) 

 دارد. 
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ما در اینجا چهار کاربرد از فیلتر ها را ارایه    فیلترهای قابل فرمان در بسیاری از کارهای حوزه بینایی، کاربرد دارند. 

 شکارسازی لبه و شکل دهی از سایه. خواهیم داد: آنالیز زاویه و جهت گیری، فیلتر های وفقی زاویه ای، آ
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و       Knutsson[.    ۴۶و    ۲۱،  ۱۹،  18آنالیز جهت یکی از مهمترین اقدامات در کاربرد های اولیه ی بینایی است ] 

Granlund  [ یک روش ظریف  برای ترکیب خروجی های جفت های تربیعی برای استخراج یک مقیاس 19]  در

اندازه گیری جهت، طراحی کردند.   ما یک روش  مرتبط را توضیح خواهیم داد  از فیلتر های طراحی شده  در بخش  

ا مربع خروجی یک جفت را ب  تتا،  به صورت بهینه  استفاده  می کند.  ما قدرت جهت گیری  در یک جهت مشخص  ۴

تربیعی  فیلتر های میان گذر و  تنظیم شده در زاویه ی تتا را اندازه گیری می کنیم.  این طیف توان را انرژی  جهت 

 . نمایش می دهیم   E(𝜃) دار  می نامیم  و آن را با 

 فیلتر میان گذر، خواهیم داشت: ام گاوسی  و تبدیل هیلبرت آن به عنوان nاستفاده از مشتق  مرتبه ی   با  

 

𝐺𝑛 با نوشتن  
𝜃 و  𝐻𝑛

𝜃  به صورت  یک سری     ۱۹به صورت مجموع توابع درون یاب خروجی های فیلتر پایه، معادله

های فرد در آن وجود    مربع(به توان دو رساندن(،  فقط فرکانس  فوریه بر حسب فاز ساده می شود که به خاطر اپراتور 

 دارد. 

 
به صورت زیر استفاده می   Sو قدرت  𝜃𝑛جهت      مرتبط با کمترین فرکانس موجود در بسط، برای تقریب  از  عبارت 

 کنیم: 

 
 برابر خواهد شد.   دقیق آن  اگر فقط یک جهت به صورت محلی وجود داشته باشد، آن گاه این تقریب با مقدار

را برای   H2و    G2و      دهد که از این روش استفاده کرده، یک نقشه ی جهت دار را نشان می  ۸از شکل    bقسمت  

روشنایی در طول آن جهت است.  توان و جهت    S.  طول خط متناسب با    به کار برده است 𝐸2  (𝜃)گیری    اندازه



اندازه گیری    اندازه گیری سده، ساختار جهت دار ورودی را منعکس  گیری  این  از    میکند.   زاویه به طور مستقیم  

و      C2،     ۱۱خروجی فیلتر پایه  محاسبه شده است و عمل  فرمان)تنظیم( بر  روی آن صورت نگرفته است. جدول  

C3  را به عنوان تابعی از خروجی فیلتر پایه برای خروجی فیلتر پایه یG2  وH2  جدایی پذیرx-y   .لیست  می کند 

 
را نشان می دهد که   با     aنقشه  جهت گیری  تصویر   ( b)تصویر اصلی انیشتین را نشان می دهد.   ( a:  )8شکل 

اندازه گیری   H2 و   G2 برای انرژی جهت دار که با  با کمترین مرتبه در تبدیل فوریه های  استفاده از آنالیز عبارت

 رت ها را در اختیار ما  قرار می دهد.فرمول های  مربوط به این عبا  ۱۱، حاصل شده است.  جدول   می شود 
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هستند،  ممکن است در یک محل مشخص، بیش از یک      که شامل گوشه ها یا اشیای دارای همپوشانی  در نواحی ای  

دو جهت دهی در یک نقطه را نشان    همزمان  نمی تواند حضور  G2همچون فیلتر     جهت دهی وجود داشته باشد. فیلتر

جهت دهی با رزولوشن بالاتر، می توان از یک فیلتر قابل    دهد. زیرا رزولوشن زاویه ای  آن،  محدود است.  برای آنالیز

این دیدگاه، آنالیز  ساختار دارای    با قابلیت تنظیم دقیق تر فرکانس مانند مشتق چهارم  تابع گاوسی استفاده کرد   انفرم

 را ممکن می سازد.   جهت در یک نقطه  واحد  چندین

 H4شده است. )  آورده   Gدر ضمیمه    H4و     G4فیلتر قابل فرمان  انشعاب های فیلتر و فرم تحلیلی جفت تربیعی 

 است(.   G4از تبدیل هیلبرت  ۵حداقل مربع چند جمله ای مرتبه 



ها را به عنوان تابعی از زاویه   دو تصویر آزمایشی، یک خط عمودی،   یک سطح مقطع  و انرژی جهت دار آن ۹شکل  

رتی  و  در مرکز محاسبه شده است  و در هر دو دستگاه دکا  H4و   G4می دهد که با استفاده از جفت تربیعی    نشان

قطبی رسم شده است.  دقت کنید که فیلتر قابل فرمان، می تواند چندین جهت دهی مقطع را به طور کافی توصیف  

 کند.  

چندین  اندازه   G4و   H4با استفاده از زوج تربیعی   aیک تصویر آزمایشی را نشان می دهد و در قسمت     ۱۰شکل  

مقدار اجزای جریان مستقیم  از انرژی جهت دار مقدار متوسط  bدر قسمت  می دهد.    گیری از انرژی جهت دار را نشان

را نشان می دهد.  از آنجا که از جفت تربیعی استفاده می کنیم، اندازه گیری انرژی هم   ۱۸انرژی زاویه ای  معادله ی  

آن در هر  این شکل یک اندازه گیری از جهت را نشان می دهد که در   cقسمت   به لبه و هم به خطوط پاسخ می دهد 

، برای اندازه  ۱۸نقطه، فقط یک جهت دهی مجاز است  و از عبارت با کمترین مرتبه در تبدیل فکریه ی معادله ی  

در سطح مشترک بین ساختار های جهت دهی شده، یافت نشد.  قسمت  گیری استفاده شده است.  هیچ جهت غالبی

d   ازای نقطه های مختلف تصویر، نشان  می دهد.  دقت کنید این شکل، نقشه های قطبی توزیع انرژی جهت دار را به

 قسمت ها را پیدا می کند.    که این اندازه گیری، جهت دهی های چند گانه در گوشه ها و   و سطح مشترک 

این اندازه گیری ها را میتوان با ساخت یک جفت تربیعی متفاوت برای هر یک از جهت های مشاهده شده، محاسبه  

 فاده از فیلتر های قابل فرمان باعث کاهش چشمگیر بار محاسباتی  خواهد شد. کرد. اما است

  فی توص  ک ی  و   دهد ی م  نشان   را  بافت   نقشه   از  کسلیپ  هر   در   ی قطب   ی ها  جهت  نقشه    از یک بافت  جزئیاتی  ۱۱شکل  

  یم  اند شده   یده  جهت  دو  هر  در  که  ییها  گل  از  استفاده  با   که  شود  دقت  .دهد ی م  شنهادیپ  را  بافت  اتیجزئ  از  یغن

 . کرد  جدا گرید جهت یگلها از  را جهت ک ی یگلها  توان



 
نمایش داده شده      bو خطوط متقاطع در قسمت    aتصاویر آزمایشی از   یک خط  عمودی در قسمت   : 9شکل 

  را نمایش می دهد.      bو    aمرکز تصاویر      دربه عنوان تابعی از زاویه    دار انرژی جهت   dو   cاند. قسمت های  

نمودار     fو    eشکل  اندازه گیری شده است.  H4 و   G4انرژی جهت دار با استفاده از جفت تربیعی قابل فرمان 

 را نمایش می دهد. dو  cهای قطبی تصاویر 

 
استخراج شده    G4و    H4 اندازه گیری هایی از جهت که با استفاده از خروجی های فیلتر قابل فرمان : 10شکل 

 جفت تربیعی  متوسط زاویه ای از انرژی جهت دار که با استفاده از ( b( تصویر ورودی برای آنالیز جهت   ) a) است. 



H4   و G4  .این یک آشکار ساز ویژگی های جهت است. اندازه گیری شده است  (c ) :در  اندازه گیری سنتی جهت

انرژی  ( d)  در گوشه ها و تقاطع خطوط، هیچ جهت غالبی یافت نشده است. هر نقطه، جهت غالب رسم شده است. 

(  aهر نقطه ی نمونه ی موجود در تصویر )جهت دار به عنوان تابعی از زاویه، که به صورت یک تصویر قطبی از 

جهت های چند گانه یافت در نقاط مربوط به گوشه ها، لبه ها و تقاطع خطوط، نمایش داده شده است. دقت شود که  

 مشخص شده است.  6شده است و به وسیله گل هایی

 

هر نمودار با   ( در هر چهار پیکسل.     a (   تصویر قطبی از انرژی جهت دار )b(  تصویر یک بافت ) a) : 11شکل 

)بزرگنمایی و مات شده است(      (aجزییاتی از )( c) زاویه ای انرژی جهت دار، نرمال شده است. استفاده از میانگین 

(d ) نقشه قطبی نرمال شده که در ( هر پیکسل، انرژی جهت دار قسمتc .را نمایش می دهد ) 

 

 

 

 
6 florets 
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  ی لترها یف[.  21] د یبخش بهبود را دارجهت یساختارها حذف را زی نو توان  یم ای،  هیزاو ی وفق  یلترهایف از استفاده با 

[ از ویژگی  27در مرجع ]    Martens.)   دهند   یم  شنهادی پ  را  یند یفرآ  ن یچن  یبرا  کارآمد   روش   ک فرمان، ی  قابل

فرمان پذیری مشتق های استفاده کردگاو  های  تصاویر  بهبود  برای  آنژیوگرام   ۱۲از شکل      a.(  قسمت  سی    یک 

جهت قالب در هر نقطه از تصویر   ،G2و   H2قلبی را نشان می دهد. با استفاده از خروجی های توابع پایه ی  دیجیتال  

  ۲۱در معادلات  c3و    c2برای کاهش نویز، ضرایب فوریه  )ایم.توصیف شد محاسبه کرده   ۵-۱ای که در بخش  را بگونه 

 از نظر فضایی محو کردیم(. را 

  G2آیند را به صورت مناسبی ترکیب کرده تابه دست می   ۱۶  ۱۵  که از معادلات G2های فیلتر پایه ی  سپس خروجی 

در این مرحله به فیلتر کردن اضافی نیاز .  کنترل کنیم  ،  بغالرا به صورت وفقی در طول یک مسیر محلی از جهت  

نتیجه    .تقسیم کردیم،  بر میانگین محلی از قدرمطلق اندازه ها  نداریم. برای افزایش تضاد های محلی تصویر محلی را

کل فرایند یافتن   .کند ت دار آنژیوگرام را برجسته می جه  ساختار  .نشان داده شده است    ۱۲شکل    bقسمت  که در  

تنها با عبور تصویر از یک فیلتر پایه حاصل   یافته،   استنتاج تصویر بهبود  در طول این جهت  و     G2عالب، فرمان  جهت  

. در   بیشتری است  )نویز(   دارای اغتشاش ،  در فرکانس عبور  این خروجی نسبت به خروجی فیلتر ایزوتروپیک   شود.می 

 تضادها به روش مشابهی تقویت شده است.   ۱۲شکل   cقسمت 



 
جهت  محلی   مسیرکه در زاویه ی    G2 با که    (  a نتیجه تصویر ) ( bآنژیوگرام قلبی دیجیتال. )   ( a) : 12شکل 

محلی، فیلتر شده است )بر قدر مطلق اندازه ی مات شدگی تصویر، تقسیم شده   کنتراست  ایش غالب پس از افز

گذر  ( به صورت میان  aفیلتر کردن  تصویر ) ( c)  تقویت شده است.    (aساختار عروقی جهت دار مربوط به ) است(.

 7و ایزوتروپیک، بعد از افزایش کنتراست

 

 تشخیص کانتور . 5.3

فیلترهای   ]،  جهتیم  تنظاز  استفاده می شود  لبه ها  از آشکارسازهای  [۱۶و  6معمولاً در تشخیص خطوط و  . یکی 

همچنین در انتخاب  سیستم کنی     .که لبه ها را به صورت بهینه تشخیص میدهد   است 8گر لبه ی کنی عمل  ،معروف 

 . نیز به کار میرود هاز لب ه غیر فیلتر های مختلف برای تشخیص ویژگی هایی ب 

 
7 contrast 
8 Danny’s edge operator 



، رفتار نادرستی خواهد رای کار با لبه بهینه شده است را برای ویژگی هایی  به غیر از لبه اعمال کنیماگر فیلتری که ب

به یک خط اعمال شود در خروجی آن به جای یک    ،به عنوان مثال، زمانی که فیلتر لبه کنی به جای لبه   داشت.  

از این اکسترمم ها در یک طرف از محل انتهای خط قرار گرفته    و هر کدام   وجود خواهد داشتاکسترمم    دو    ، اکسترمم

از  .  برای تشخیص لبه عملکرد نادرستی خواهد داشت  ،یک فیلتر برای یافتن خط بهینه شود  اگر ،  . از طرف دیگراند 

آشکارساز معمولاً مطلوب است که یک  ،  لبه و سایر کانتورها هستند   ،از خطوط  آنجایی که تصاویر طبیعی شامل ترکیبی

این کار را   نمی توان  با      .کانتور را به گونه ای پیدا کنیم که به گونه های مختلفی از کانتورها پاسخ مناسبی بدهد 

این   تواند ، می اندازه گیر انرژی که از جفت تربیعی استخراج شده باشد یک    اما  استفاده از یک فیلتر خطی انجام داد.  

ایجاد پیک    عثبا  ،که اندازه گیری انرژی محلی  نشان دادند [  ۳۱و    30ن و همکاران ]. مورکار را به خوبی انجام دهد 

[  با استفاده از جفت 37.  مدونا و تاریک ]به عنوان تابعی از فرکانس فضایی می شود،  پاسخ در نقاط دارای فاز ثابت 

انرژی محلی ر اندازه گیری  ابزارهای  قابل فرمان،  استخراج  تربیعی فیلترهای  ما می    اکنون     ا توصیف کردند.های 

اندازه گیری قابل فرمان انرژی برای تولید توصیفی از تصاویر فضایی و مقایسه نتایج این سیستم با نتایج  خواهیم که از 

   . سیستمی همچون کنی استفاده کنیم

: مرحله فیلتر کردن،   سه مرحله است  ، باید در نظر داشته باشیم که طرح کلیه کنی شاملاین مقایسه   انجام  برای  

با توجه به محل قرارگیری فیلتر    را پاک میکند.  کاندید  پردازش مختلط که لبه های  -ه پسمرحله تصمیم اولیه و مرحل 

گیری قابل فرمان آن را با خروجی اندازه   و   مرحله فیلتر کردن را از فرایند کنی حذف کرده،  ما برای انجام مقایسه ها،  

کنی از  ی  لبه    برای آشکار ساز  lipپس پردازش را ترک کرده و از کدهای    . ما مر حلهانرژی یا جایگزین کرده ایم

 .  استفاده کردیم MIT آزمایشگاه هوش مصنوعی دانشگاه 

زاویه جهت   در هر موقعیتی  استفاده کردیم. G2و    H2برای آشکار سازی کانتور از مجموعه پایه قابل فرمان تربیعی  

.  پیدا کردیمتوضیح دادیم(  را     ۱-۵) به گونه ای که در بخش  خ جفت تربیعی  را با زاویه حداکثر پاس 𝜃𝑑 یعنی  غالب

  ، غالب  مسیر جهت  هر  در  که  یافتیم  را  تربیعی  جفت  فیلتر  پاسخ  دامنه  مربع  نقطه ی هسپس  است.  شده     دایت 

(𝑥0, 𝑦0)  اگر  ،یک نقطه از کانتور است   𝐸2(𝜃𝑑)ماکزیمم محلی،    سپس نقاط  محلی قرار گرفته باشد.  مدر یک ماکزیم



  ی  آستانه    مقدار به عنوان پایه   در𝐸2(𝜃𝑑)  ،   از  با استفاده از روش کنی آستانه گذاری شده و به جای گرادیان دامنه

 .  کنیمگذاری استفاده می 

  پاسخ آشکارساز لبه کنی در   دهد.شامل یک دایره توپر و یک مربع خالی را نشان می   تصویری   ۱۳از شکل   aقسمت  

،  اما در تعریف مربع  ،  که به درستی لبه های دایره را تشخیص می دهد   نمایش داده شده است   ۱۳شکل    از     bقسمت  

شکل، خروجی را در حالتی نشان  از این     cدر قسمت    .  در خطوط هرکدام از طرف های مربع دو خط را نشان می دهد 

توصیفی  ،  با در اختیار دادن اطلاعات مشابه   جدید آشکارساز    دهد که از جفت تربیعی قابل فرمان استفاده شده باشد.می 

 . دقیق تر و تنک تر از مربع و دایره را خواهد داد

ها ه  آنها برای دسته بندی کانتور ها یا لبمی توان از  ند،  محلی را مشخص میکن  فاز   H2و   G2ی  اینکه پاسخ ها  با توجه 

 از نقاط کانتور را خواهد داد:  ∅در طول جهت غالب، فاز H2و   G2.  هدایت  یا خطوط تیره استفاده کرد

 
مقیاس     (∅)𝐴 را با ضریب ترجیح فاز یعنی   𝐸2(𝜃𝑑)  برای ترجیح انتخاب خطوط یا لبه ها، ما مقدار دامنه ی انرژی  

 بندی کردیم.  

 

 
، انتخاب برای خطوط تیره   نتایح چنین فرآیندی  ۱۳شکل    بل انجام می شود.  الت قمرحله ی آستانه گذاری مشابه با حا

جهت گیری جداگانه در    را نشان  می دهد. )حباب های روی دایره ها به دلیل وجود    eو لبه ها در قسمت     dدر   

 نازک سازی، حذف کرد.  یک نقطه است و می توان آن را با عمل پس پردازش  



 
خروجی آشکار ساز کنی. لبه دایره به دقت مشخص شده است  ( b( تصاویر آزمایشی از مربع و دایره.  ) a): 13شکل 

  ولی ضلع های مربع، به عنوان دو لبه مشخص شده اند، هر چند که مکان آن ها صحیح تشخیص داده شده است. 

(c ).خروجی آشکارساز  فیلتر قابل فرمان. هم لبه ها وهم خطوط به درستی آشکار شده اند  (d   با ترکیب ) آشکار ساز

با ترکیب آشکار ساز کانتور و یک  تخمین گر فاز، لبه     (e)  تخمین گر فاز، خطوط تیره یافته شده اند.    یک  کانتور و

 ها یافته شده اند.

 

 آنالیز شکل گیری از سایه  . 5.4

 Pentland  [ مشاهده کرد که در بسیاری از کاربردها35در ]،    است قریباً خطی ، ت سطحی یک  کننده منعکس  تابع

,𝑧 (𝑓  یعنی9تصویر محدوده  ه  تبدیل فوری،  تحت این شرایط   و 𝑣)̂   یعنی     10  با تبدیل فوریه تصویر تشدید𝐼 (𝑓, 𝑣)̂  

 .شودمرتبط می   ،تبدیل خطی شامل تغییر فاز  و تغییر مقیاس فرکانس  کتوسط ی

 
 

9 Range image 
10 Intensity image 



𝑥مولفه ی فرکانسی         ,𝑓𝑥که   𝑥و    , شکل گیری بر    آنالیز  تحت این شرایط نقطه های به سمت منبع نور هستند.      ,

او    .این عمل را در حوزه فوریه انجام داد  Pentland  اساس سایه را میتوان با استفاده از عمل فیلترینگ انجام داد که  

 .  ده کرداستفاشبه گابور همچنین ذکر کرد که می توان از تقریب محلی فرایند مشابه با فیلترهای 

سطح موردنظر  .  توصیف می کنیم،  به صورتی که در ادامه مشخص شده است  ما آنالیز شکل گیری بر اساس سایه را

فرآیند می نامیم.    bumpletاصلی در نظر گرفته می شود که آنها را   از موجک های   به عنوان مجموعی  z(x,y)یعنی

های اصلی تبدیل می کند که ما آن    یک مجموعه جدید از موجک   ها را به  bumper  سایه زنی)سایه اندازی(، این  

مربوطه،     shadeletبه   bumpletازهر یک    ۲۵تبدیل معرفی شده در معادله    می نامیم. بر اساس  shadeletرا

توجه به اینکه این فرآیند سایه زنی، خطی است، جمع آثار برای آن برقرار بوده   و به سادگی می  با    مرتبط می شود.  

از تصویر تشدید شده ی مشاهده شده، به تصویر محدوده تبدیل ایجاد کرد.  یک تجزیه ساده  از تصویر تشدید توان  

 به صورت زیر است: آن  shadeletبه ضرایب  I(x,y)شده ی  

 
 استفاده می کنیم   bumpletبرای بازسازی سطح مورد نظر با استفاده از مجموعه پایه ی   رایب، پس از این ض

 
فیلتر کابل فرمان . سازی این کار را پیشنهاد می دهد هرم قابل فرمان توصیف شده  در بالا، یک روش ساده برای پیاده 

  قیاس داده میشود ، م  ۲۵ل فرمان آنها با استفاده از معادله  بیعی قا. جفت های تربها هستند    shadelet، همان  ۷شکل  

زند.    bumpletو    می  تقریب  را  تبدیل  مربوطه  که  آنجا  فرمان  م هراز  است  ،  قابل  فیلترهای   ،  وارونه  اعمال     با 

shadelet    می توان به صرائبaj   .های  دهد که به راحتی با جهت  می     خاصیت فرمان پذیری این امکان را  رسید

که این الگوریتم با استفاده از تجزیه  می دهد   از سایه را نشان   الگوریتم شکل گیری  ۱۴. شکل مختلف نور منطبق شد 

 .های اصلی را دنبال می کند ویژگی ، صویر محدود. تیاده سازی شده است، پ  ۷هرم نمایش داده شده در شکل 
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  ،دو بعدی  مشابه با داده های   .به پردازش های سه بعدی نیاز دارند   ،دنباله های زمانی تصاویر  داده های فضایی حجمی و

زمانی تصاویر چرخش  های  دنباله  [(.  برای  20) مثلا ]  دارای کاربرد های بسیاری است،  توانایی تغییر وفقی جهت فیلتر

از فیلترهای قابل فرمان در آنالیز حرکت   که بتوان [.  بنابراین انتظار داریم  1]زمان به سرعت مرتبط است  -در فضا

 : در سه بعد ما تمایل داریم که معادله فرمان به صورت زیر را حل کنیم. استفاده کرد

 

,𝑓𝑹(𝑥که   𝑦, 𝑧)      همانf(x,y,z)    است که به صورت سه بعدی چرخیده است و این چرخش را باR     نمایش می

به تعداد    تعداد توابع پایه مورد نیازدر دو بعد،    امین تابع پایه را مشخص می کند. j ها جهت   𝑅𝑗دهیم و هر یک از  

  ی،  توسط هارمونی های کرو   در سه بعد، میتوان  ع، بستگی دارد.  تجزیه فوریه تاب  در  موجود    توابع سینوسی مختلف

𝑌𝑗هارمونی های کروی،    .  بسط آنالوگ را ایجاد کرد  یک  
𝑚  پایه متعامد و کامل را برای توابع روی یک    یک مجموعه

 . ) آن ها توابع ویژه ی عملگر ممان [  و به طور عمده در مکانیک کوانتومی کاربرد دارد۲۹و  7]  کره را ایجاد می کند 

هارمونی    2l+1 چرخش برای هارمونی های کروی نشان می دهد که یک ترکیب خطی از   فرمولهای زاویه ای هستند( 

𝑌𝑗  دلخواه هر هارمونی کروی جهت تواند می    lکروی از مرتبه ی  
𝑚  کند.  را سنتز 

   مان را برای توابعی که به صورت توابع چند جمله ای و پنجره ای فرمشابه با حالت دو بعدی، به راحتی می توان فرمول  

توسط   ، این توابع به صورت زیر نوشته می شوند که برای دستیابی به یک محور تقارن.   توسعه داد  ،شوند می      نوشته

 چرخیده شده است. R   تبدیل

 

𝑟هر تابع متقارن کروی  و      w(r)که     = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2     و𝑃𝑁(𝑥   در      N چند جمله ای های مرتبه     (,

𝑥  هستند.,

 



وان قضیه فرمان بعدی را استخراج  (  می ت ۲۸)معادله    در معادله فرمان سه بعدی  ۲۹معادله    تابعیبا جایگذاری فرم  

 . جمله ای هایی از توابع پنجره متقارن کروی نوشته شده اند عنوان چند کرد که برای توابع متقارن محوری که به 

,𝑓(𝑥    سه بعدی، یعنی( یک تابع متقارن محوری  ۴قضیه   𝑦, 𝑧) = 𝑤( 𝑟) 𝑃𝑁(𝑥)       دارای تقارن زوج یا فرد    ، که

کسینوس های جهت دار      𝛾 و 𝛽 و𝛼فرض کنید که    است، داده شده است.     xبر حسب    Nاز مرتبه ی چند جمله ای  

تقارن   های  محور  ,𝑓𝑹(𝑥  از  𝑦, 𝑧)   و تقارن      𝛾𝑗و   𝛽𝑗و     𝛼𝑗باشند  های  محور  از  دار  جهت  های  کسینوس 

𝑓𝑹𝒋(𝑥, 𝑦, 𝑧)  :باشند، آن گاه معادله ی فرمان زیر 

 
 برقرار خواهد بود اگر و تنها اگر: 

𝑀الف(  ≥  
(𝑁+1)(𝑁+2)

2
 

,𝑘𝑗(𝛼ب( 𝛽, 𝛾)   :در معادله زیر صدق کند 

 
آیه برای فرمان چند جمله ای های تقارن زوج یا تقارن فرد از قضیه چهار نتیجه  با اضافه کردن تعداد کافی از توابع  

تعداد  که  𝑁)  میگیریم  + تابع  2(1 فرمان  برای  پایه  ,𝑓(𝑥تابع  𝑦, 𝑧) = 𝑤( 𝑟) 𝑃𝑁(𝑥)  بود خواهد    که   کافی 

𝑃𝑁(𝑥)   یک چند جمله ای کلی از مرتبهn   .امکان طراحی و فرمان فیلتر های سه بعدی متقارن محوری    ۴قضیه    است

و    G2  سیاودلخواه را در اختیار طراح قرار می دهد به عنوان مثال می توان نسخه سه بعدی از مشتق مرتبه دوم گ

  G2با توجه به اینکه . را طراحی کردH2چند جمله ای مرتبه سوم برای تطابق حداقل خطا با تبدیل هیلبرت آن یعنی 

  ۴بنابراین طبق قضیه    .  نوشت  ۲توان توسط یک تابع پنجره گوسی با چند جمله ای دارای تقارن زوج و مرتبه  را می 

   را فرمان خواهند داد. H2ده تابع پایه, .  واهد بودتابع پایه برای فرمان آن در سه بعد کافی خ ۶تعداد 



برای کرنل های جدایی ناپذیر هزینه های محاسباتی   .تواند بار محاسباتی بالایی را ایجاد کند فیلترینگ سه بعدی می 

کرنل به صورت  برای کرنل های جدایی پذیر، این هزینه با افزایش سایز    .با توان سوم سایز کرنل افزایش خواهند یافت 

 . ای برخوردار است از اهمیت ویژه   x-y-z  مان جدایی پذیرقابل فر از این رو توسعه فیلترهای    . خطی افزایش خواهد یافت

  W(r)اگر تابع وزن دهی،   .نوشت zو  yو    xاز توابع ب توان به صورت حاصل ضرب تابع گاوسی متقارن کروی را می 

,𝑓𝑅(𝑥 آن کاه توابع  یک تابع گاوسی باشد،   𝑦, 𝑧)  به ازای    ۳۰را می توان با جاگذاری معادله    ۲۹از معادله 𝑥 در   ,

 .،  این تابع را به صورت مجموعه ای از توابع پایه جدایی پذیر نوشت۲۹معادله 

 

 خلاصه. 7

، در یک زاویه  جهت دار، کاربرد دارد. فیلتر جهت دارفیلتر های قابل فرمان در بسیاری از کارها از جمله فیلتر های  

  ، با توجه به این که پاسخ توابع پایه.  شودکیب خطی از فیلترهای پایه نوشته می یک تر به صورت    دلخواه چرخیده و

به راحتی به دست می آید   است،مشخص   نیز  فیلتر چرخیده شده در یک زاویه دلخواه  از  .  بنابراین پاسخ  توان  می 

 . نشان دادیم که اکثر فیلترها را می توان با استفاده از این روش مشابهی برای کنترل فاز فیلترها استفاده کرد  تکنیک

داد پایه مورد نیاز و نحوه درونیابی بین این توابع در یک  تع  نحوه تعیین حداقل   تعداد کافی از توابع پایه و .کنترل کرد

 . زاویه را توضیح دادیم

وجه به اینکه سنتز فیلتر چرخیده  dبا ت. فرمان در بسیاری از مسائل آنالیز تصویر و بینایی کاربرد دارد  فیلترهای قابل

دار  های شهودی مانند ترکیب جهتفیلترهای قابل فرمان در آنالیز تصاویر نسبت به روش   استفاده از    ،  دقیق است  ،  شده

 دارای مزایای بیشتری است. ،فیلترها در جهت های مختلف

فیلتر وفقی برای    و    کانتور  تشخیص،  و از آنها برای آنالیز جهت  ما جفت فیلترهای قابل فرمان تربیعی را طراحی کردیم 

این رویکرد به کانولوشن نیاز ندارد. یعنی نیاز نیست که بعد از عبور    . هت دار استفاده کردیمتقویت سیستم های ج

آنها را کانوالو کرد. آشکارساز کانتور از جفت تربیعی برای تشخیص لبه و خطوط استفاده  تصویر اولیه از فیلترهای پایه،  

   .بهره بردو یا لبه ها   خطوط روشن ، توان از این آشکارساز برای تشخیص سایر کانتور ها مانند خطوط تیرهو می  کرد 



که می توان آن را به عنوان تبدیل موجک قابل فرمان در نظر    را ساخت  یهمچنین میتوان نمایش هرمی قابل فرمان

. ویژگی قابل فرمان بودن، که  ی از سایه محلی به کار بردترم های قابل درمان را میتوان در آنالیز شکل گیر   .گرفت

 کند.هدف گیری منبع نور را مشخص می 

قابلیت فرمان را به حالت سه بعدی تعمیم داده و فرمولهای برای هدایت دلخواه توابع متقارن چرخشی ارائه کردیم.  

بار محاسباتی را به صورت چشمگیری    ،  برای فیلترهای مرتبه بزرگجدا کرد و   x-y-zتوابع مایه ای را میتوان  در  

 . آنالیز حرکت و آنالیز داده های حجمی استفاده کردیلتر های سه بعدی را می توان در . فکاهش داد

 
) از  تبدیل تصویر قابل فرمان استفاده می کند. تصویر ورودی برای آنالیز شکل گیری از سایه، که از   (  a): 14شکل 

نقشه محدوده به دست آمده، که به  ( bانطباق با جهت های مختلف نور استفاده شده است(  ) برای  فرمان پذیری 

با شدت پیکسل   ( نقشه محدوده مشابه، cصورت یک نمودار سه بعدی  با رزولوشن پایین  نمایش داده شده است.  ) 

بیولوزیکی قابل قبول،  ویژگی های   یعنی استفاده از فیلتر های  که ارتفاع سطح را نشان می دهد. این مکانیزم ساده، 

 سطح تصویر را به درستی استخراج می کند. 

 

 



 ( اثبات قضیه یکAضمیمه 

,𝑓(𝑟برای تابع    9اگر  بسط موجود در معادله    جایگذاری کنیم و هر دو    8را در معادله ی فرمان یعنی معادله   (∅

یعنی   مختلط  نمایی  تابع  بر   را  معادله  ازای     ∅𝑒𝑖𝑚طرف  𝑁−به  ≤ 𝑚 ≤ 𝑁  از یک مجموعه  به  کنیم،  تصویر   ،

 معادلات خطی توام به صورت زیر خواهیم رسید: 

 
یم آن قید را از مجموعه قیود برداریم. در غیر این صورت،  هر دو  توانصفر باشد، می     𝑎𝑚ها،     mاگر به ازای برخی از  

 است، (𝑚+)  مشابه با     (𝑚−)از آن جایی که قید های بالا، به ازای  .  تقسیم می کنیم     𝑎𝑚(𝑟)طرف تساوی را بر  

0)  مثبتبدون از دست دادن کلیت، می توانیم فقط فرکانس های   ≤ 𝑚 ≤ 𝑁)       را در    33موجود در معادله ی

 33همچنین می توان اثبات را از معدله    برسیم.  1از قضیه ی    10این کار باعث می شود تا به معادله ی    نظر بگیریم.

شرط فرمان را از این معادله استخراج کنیم، سپس نشان دهیم که نتیجه ی این قضیه، اگر و تنها اگر  شروع کرده و  

 فرض ها بر قرار باشند، برقرار خواهد بود. 

 

 2( اثبات قضیه B ضمیمه 

چرخش های فیلتر  ما به دنبال این هستیم که حداقل تابع پایه ی مورد نیاز را به گونه ای پیدا کنیم که بتواند تمامی  

,𝑓(𝑟  مفروض   ,𝑔𝑖(𝑟فرض می کنیم که    را پوشش دهد.    (∅ ∅), 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑀     هر مجموعه یM    تایی از توابع

از بسط موجود در   برقرار باشد. 11دله ی امعهستیم، به گونه ای که   M به دنبال یافتن حداقل مقدار برای پایه باشد.

,𝑓(𝑟برای تابع    9معدله ی   صویر می کنیم،  ت    ∅𝑒𝑖𝑚را بر روی     11طرف معادله ی  استفاده می کنیم، سپس   (∅

𝑎𝑚(𝑟)تقسیم طرفین بر   سپس  ≠  به قید های زیر منجر می شود: ،  0

 

𝑎𝑚برابر با   𝑐𝑗𝑚(𝑟)  که 
−1(𝑟)            فیلتر پایه ی𝑔𝑖(𝑟,  تصویر می کند.  ∅𝑒−𝑖𝑚را بر   (∅



 برای  نمایی مختلط، می توان معادله ی ماتریسی زیر را نوشت: 11متعامد یکه   ی رابطهدر   34دله امعبا جایگذاری 

 

مرتبه   𝑰که    با  همانی  𝑇  ماتریس  × 𝑇    .است    𝑪 ماتریس 𝑇   یک  × 𝑀      با ماتریس  این  های  درایه  که  است 

𝑐𝑙𝑗(𝑟)    .مشخص می شود𝑲   یک ماتریس𝑀 × 𝑀 :است که درایه های آن از رابطه ی زیر به دست می آیند 

1

2𝜋
 ∫ 𝑘𝑙(𝜃)

𝜋

−𝜋

 𝑘𝑗(𝜃) 𝑑𝜃 

𝑎𝑚(𝑟) تعداد فرکانس های مثبت یا منفی برای   T است و   𝑪ترانهاده ماتریس     𝑪𝑡و     ≠   یکه یاز آنجا  است.    0

بنابراین همانطور که    باشد. Tباید حداقل برابر با     𝑲مرتبه ی ماتریس  بنابراین      است،   T برابر با   𝑰ماتریس   12مرتبه ی 

𝑀 مطلوب ما است، برای فرمان پذیری باید شرط ≥ 𝑇  .برقرار باشد 

 

 3اثبات قضیه  ( C ضمیمه    

𝑥𝑘 عبارت  𝑦𝑛−𝑘 0   را در نظر بگیرید که ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.این عبارت را می توان با تبدیل     است𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠(∅)  و 

𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛(∅)  :به صورت زیر در دستگاه مختصات قطبی بازنویسی کرد ، 

 
می توان نشان داد که این ضرب توان های سینوس ها و کسینوس ها که به صورت یک سری فوریه نوشته می شود،  

𝑛∅    ،(𝑛تنها شامل فرکانس های   − 2)∅      ،... ،−(𝑛 − بنابراین یک چند جمله     می شود.      ∅𝑛−و     ∅(2

𝑁−) که فقط شامل عبارت های از مرتبه فرد است، به ازای     M ای مرتبه ≤ 𝑚 ≤ 𝑁  فقط می تواند شامل فرکانس )

به طور مشابه،     ( تابع پایه نیاز است.N+1، برای فرمان به حداکثر ) 1طبق قشیه ی       زوج باشد.   ( m)   های زاویه ای 

(N+1  تابع پایه برای یک چند جمله ای که تنها شامل عبارات از ).یک چند جمله    مرتبه ی فرد است، کافی خواهد بود

 
11 Orthonormality relation 
12 Rank 



باشد، را شامل شود و برای فرمان     N ای کلی، می تواند همه ی فرکانس های زاویه ای که اندازه آن کوچکتر یا مساوی  

 ( تابع پایه نیاز است.2N+1به )

 

 y و   xتوابع پایه جدایی پذیر  (  D ضمیمه  

را برای چند فیلتر چند جمله ای نشان می دهیم.     x-y نحوه ی یافتن فرمول فرمان و توابه پایه ی جدایی پذیر در   

,𝑓𝜃(𝑥تنها مواردی که   𝑦)     دارای تقارن زوج یا فرد هستند و می توانند به صورت زیر نوشته شوند را بررسی می

 کنیم: 

 
𝑄𝑁(𝑥و     جدایی پذیر است(x-y یک تابع گاوسی است ) بنابراین در   𝐺(𝑟)  که  بر      N یک چند جمله ای مرتبه     (,

𝑥 حسب  است که:   ,

 

,𝑓𝜃(𝑥می توانند یک مجموعه ی پایه را برای    ،تابع(  N+1می توان گفت که )  3با استفاده از قضیه   𝑦) .تشکیل دهند  

این فرض در حالت کلی برای    )  وجود دارد  x-y   ( تایی از توابع جدایی پذیرN+1فرض می کنیم که یک مجموعه ی ) 

به صورت زیر خواهند   𝑅𝑗(𝑥)𝑆𝑗(𝑦)پایه ی جدایی پذیر    ، آن گاه مجموعه هایی از توابع    (همه توابع، صادق نیست

 بود: 

 

ادله ی  موجود در مع   y و     x بالاترین مرتبه ی    را به این صورت پیدا می کنیم که   𝑘𝑗(𝜃)توابع درون یاب یعنی    

0 را برای   𝑥𝑁−𝑗𝑦𝑗یعنی ضرایب    مساوی قرار می دهیم.  39دله ی  ابا بالاترین مرتبه ی موجود در معرا    37 ≤ 𝑗 ≤

𝑁   .عبارت  37در معادله    38با جایگذاری معادله     مساوی قرار می دهیم ،(𝑥 ,)𝑁 در تابع   𝑓𝜃(𝑥, 𝑦) (  بهN+1  )

 . از آنجایی که  منجر می شود  Nو از مرتبه ی   yو x حاصلضرب از 



 
)در غیر این صورت،   تولید کند.را     Nبا توان    y و     xمی تواند یک حاصلضرب از 𝑅𝑗(𝑥)𝑆𝑗(𝑦)هر یک از توابع پایه ی    

𝑅𝑗(𝑥)𝑆𝑗(𝑦)  یک چند جمله ای از x  و y   با مرتبه ی بالاتر از N   ).بنابراین باید داشته باشیم:  خواهد بود 

 

(  𝑥𝑁−𝑗𝑦𝑗)   نشان می دهد که ضریب عبارت با بالاترین مرتبه یعنی    39یک ضریب ثابت است. بنابراین معادله    c که  

تابع   ,𝑓𝜃(𝑥در  𝑦)   با بود.   𝑘𝑗(𝜃) برابر  تابع پایه یافت    خواهد  از یک  تر، در بیش  با مرتبه ی پایین  عبارت های 

،   37در در معادله    40استفاده از معدله    های متفاوت خواهد بود.  𝑘𝑗(𝜃)خواهند شد، بنابراین ضریب آن، مجموعی از   

 آن ضرایب مشابه را بر حسب عباراتی از سینوس و کسینوس ها خواهد داد. با برابر قرار دادن این دو، خواهیم داشت: 

 
,𝑓(𝑥از فیلتر اصلی   𝑅𝑗(𝑥)𝑆𝑗(𝑦)  برای یافتن توابع پایه جدایی پذیر  توجه می کنیم که    𝑦)  ،     معادله  با توجه به

 ، داریم:39فرمان برای توابع پایه ی جدایی پذیر یعنی معادله 

 
را به صورت یک ترکیب     𝑅𝑗(𝑥)𝑆𝑗(𝑦)  ، می توان43ها در سمت راست معادله     K با معکوس گیری از ماتریس  

,𝑓𝜃𝑗(𝑥  خطی از 𝑦)     .نوشت 

 



 4( اثبات قضیه  E ضمیمه   

تقسیم    w(r) ) بعد از اینکه طرفین را بر    31عبارت های دارای بالاترین مرتبه در معادله    در ابتدا با مساوی قرار دادن  

 کردیم(، خواهیم داشت: 

 
، به قید های   zو     y و    x امین توان جمع های دو طرف معادله و مساوی قرار دادن توان های مشابه از     N با بسط  

 خواهیم رسید. 32موجود در معادله 

به دست می آیند،    31در  معادله ی    𝑓𝑹𝒋   و      𝑓𝑹   با درجه کمتر  چند جمله ای   معادلات قیودی که عبارت های  

خواهند بود که این را به روشی که در ادامه می آید، مشاهده خواهیم    32یک ترکیب وابسته ی خطی از قیود معادله  

𝑝 را برای    31در معادله     𝑥𝑝𝑦𝑞𝑧𝑟کرد. ضرایب   + 𝑞 + 𝑟 < 𝑁.با تقسیم فاکتور ها )عوامل( مشابه     در نظر بگیرید

 خواهیم داشت: 

 
𝑃𝑁(𝑥  با توجه به اینکه فرض کرده ایم که   𝑥دارای تقارن زوج یا فرد است، توان های      (, فقط به اندازه مضرب های     ,

𝑥دو تایی، می توانند با یکدیگر اختلاف داشته باشند. ) اختلاف توان های   و ... 6،  4،  2در جمله های مختلف برابر با   ,

برای   با مرتبه  بود( ضرایب عبارت های  𝑝 خواهد  + 𝑞 + 𝑟 + را در نظر بگیرید. آ» گاه    31موجود در معادله   2

 وبرو واهیم بود: حداقل با سه معادله زیر ر 

 

 



با جایگذاری    حال از این حقیقت استفاده می کنیم که مجموع مربع های کسینوسی جهت ها، برابر با یک خواهد بود.  

𝛼2 = 1 − 𝛽2 − 𝛾2      و𝛼𝑗
2 = 1 − 𝛽𝑗

2 − 𝛾𝑗
به آن، به    48و    47و اضافه کردن معادلات    46در معادله     2

چند جمله ای حاصل     n منجر خواهد شد. بنابراین، هر یک از معادلات قیود که از عبارت های با مرتبه    45معادله  

وط به  ، وابسته خطی خواهی بود. بنابر این اگر قید های مرب n+2 می شود، با معادلات قیود از چند جمله ای مرتبه ی  

𝑃𝑁(𝑥برقرار شود و    32عبارت های با بالاترین توان، یعنی معادله   شامل عبارت هایی با فقط توان زوج یا فقط        (,

،   32برقرار خواهد بود. با توجه به اینکه در معادله ی    31توان فرد باشذ، آن گا همعادله  
(𝑁+1)(𝑁+2)

2
قید وجود دارد،   

𝑀 باید شرط   ≥
(𝑁+1)(𝑁+2)

2
  رسید.   31شروع کرد و به معادله    32همچنین می توان از معادله       برقرار باشد.

 بنابراین نتایج قضیه برقرار خواهد بود، اگر و تنها اگر فرض ها برقرار باشند. 

 

 Fفرمول ها برای فرمان چند جمله ای های  با تقارن زوج یا فرد ) 

 
,𝑓𝜃(𝑥  برای سنتر تابع   (  1جدول  𝑦)    از توابع پایه ی𝑓𝜃𝑗(𝑥, 𝑦)   به توابع درون یاب ،𝑘𝑗(𝜃)   نیاز است، که

𝑓(𝑥, 𝑦)   یک چند جمله ای از x     و y   در تابع پنجره ای (w(r)     با عبارت های دارای تقارن  )ضرب شده است

 تقسیم شده باشد، یعنی  π و 0به طور یکنواخت بین ( تابع پایه، n+1فرض می شود که جهت )  زوج یا فرد است.

𝜃𝑗 = 𝑗
𝜋

𝑛 + 1
 , 𝑗 = 0,1, … , 𝑛 

 موجود در عبارت های بالا، برای چند جمله ای با همه ی مرتبه ها،  ادامه خواهد داشت. تحت آن شرایط، الگوی  



G ) جفت فیلتر های تربیعی فرمان پذیر 

 
 است.آورده شده  2سه جفت فیلتر تربیعی فرمان پذیر که در جدول  : 15شکل 

 
چندین مشتق گاوسی و چند جمله ای، به تبدیل هیلبرتشان منطبق می شوند ) مشتق ها و تبدیلات در  : 2جدول 

. توابعی که در این لیست آمده اند، نرمال شده اند. بنابراین انتگرال فضای توان دوم  گرفته می شود(   xراستای محور 

مربوط به آن که در جدول   𝑘𝑗(𝜃)و     8آن ها برابر با عدد یک خواهد بود. برای فرمان هر یک از اینها، از معادله  

 یک آورده شده است، استفاده نمایید.

 

 x-yتربیعی، فرمان پذیر و جدایی پذیر در   جفت  توابع پایه ی   ( H ضمیمه  

 

 لیست شده است.  4و   3که در جدول   G2 برای   x-yتوابع پایه ی جدایی پذیر  : 16شکل 



 
برای ساخت مشتق دوم تابع گوسی  مجموعه پایه جدایی پذیر و توابع درون یاب برای مشتق دوم گاوسی. : 3جدول 

𝐺2  از عبارت چرخیده است،  𝜃  که در راستای
𝜃 = (𝑘𝑎(𝜃)𝐺2𝑎 + 𝑘𝑏(𝜃)𝐺2𝑏 + 𝑘𝑐(𝜃)𝐺2𝑐)    استفاده

 باعث میشود که جهت، پادساعتگرد شود.  𝑘𝑏(𝜃)علامت منفی در     نمایید. 

 
دارای تقارن زوج     f2و   f1 . توابع   G2برای    x-y انشعابی برای مجموعه پایه جدایی پذیر  9فیلتر های  :  4جدول 

نمونه برداری برابر با   با فاصله یاز آن ها  انتخاب شده و   3از جدول  این فیلتر ها   دارای تقارن فرد است.  f3 و 

 استفاده شده است. 3نمونه برداری شده و از توابع درون یاب موجود در جدول   0.67



 
 لیست شده است. 6و  5که در جدول   H2 برای    x-yتوابع پایه جدایی پذیر : 17شکل 

 
و توابع درون یاب آن ها برای تبدیل هیلبرت مشتق    x-y مجموعه پایه جدایی پذیر   :    H2 مجموعه پایه (  5جدول 

 قرار گرفته است ، از  𝜃دوم گاوسی. برای سنتز فیلتری که در جهت  

𝐻2
𝜃 = (𝑘𝑎(𝜃)𝐻2𝑎 + 𝑘𝑏(𝜃)𝐻2𝑏 + 𝑘𝑐(𝜃)𝐻2𝑐)  .فیلتر باید  فاصله ی بین انشعاب های      استفاده کنید

 گاوسی استفاده شد.مشابه با چیزی باشد که برای جفت تربیعی مشتق دوم  



 
  0.  فیلتر هایی که برای انشعاب   H2 انشعاب برای مجموعه پایه جدایی پذیر برای   9فیلترهای دارای : 6جدول 

این  هستند،  در خصوص انشعاب صفر دارای تقارن  فرد هستند. سایر فیلتر ها دارای  تقارن زوج هستند.     0.0برابر 

نمونه برداری شده اند. از توابع درون یاب   0.67برداشته شده اند و با فاصله ی نمونه برداری  5فیلتر ها از جدول 

 استفاده شده است. 5موجود در جدول 

 
 آورده شده است. 8و   7که در جدول های   G4 برای  x-y یه جدایی پذیر فیلتر های پا: 18شکل 



 
و تئابع درون یاب برای مشتق چهارم گاوسی. برای تولید مشتق چهارم    x-y مجموعه پایه جدایی پذیر : 7جدول 

 چرخیده است، از  𝜃  گوسی که  به اندازه 

𝐺4
𝜃 = (𝑘𝑎(𝜃)𝐺4𝑎 + 𝑘𝑏(𝜃)𝐺4𝑏 + 𝑘𝑐(𝜃)𝐺4𝑐 + 𝑘𝑑(𝜃)𝐺4𝑑 + 𝑘𝑒(𝜃)𝐺4𝑒)   .استفاده کنید 

 

فیلتر هایی که برای انشعاب  .   G4 برای   x-y انشعابی برای مجموعه پایه جدایی پذیر  13فیلتر های : 8جدول 

این فیلتر ها  فرد برای انشعاب صفر هستند.  سایر فیلتر ها دارای تقارن زوج هستند. هستند دارای تقارن  0.0صفر، 



استفاده   7برداری شده  و از توابع درون یاب موجود در جدول نمونه   0.5برداشته شده و با فاصله ی  7از جدول 

 شده است.

 
 آورده شده است.  10و   9که در جدول   H4 برای   x-yتوابع پایه جدایی پذیر  : 19شکل 

 
تبدیل هیلبرت  و توابع درون یاب برای تطابق با   x-y مجموعه پایه جدایی پذیر   :    H4 مجموعه پایه : 9جدول 

 قرار گرفته است ، از رابطه   برای سنتز فیلتری که در جهت  مشتق چهارم گاوسی. 

𝐻4
𝜃 = (𝑘𝑎(𝜃)𝐻4𝑎 + 𝑘𝑏(𝜃)𝐻4𝑏 + 𝑘𝑐(𝜃)𝐻4𝑐 + 𝑘𝑑(𝜃)𝐻4𝑑 + 𝑘𝑒(𝜃)𝐻4𝑒 + 𝑘𝑓(𝜃)𝐻4𝑓) 

را به خوبی   H4 دقیقا جدایی پذیر نیست، اما این توابع جدایی پذیر،    x-yدر    H4 هر چند که تابع   استفاده شود.

 تقریب می زنند. 



 

. فیلتر هایی که برای انشعاب    H4 برای   x-y انشعابی برای مجموعه پایه جدایی پذیر  13فیلتر های   : 10جدول 

دارای تقارن فرد برای انشعاب صفر هستند.  سایر فیلتر ها دارای تقارن زوج هستند.  این فیلتر ها   ،هستند  0.0صفر، 

استفاده   9نمونه برداری شده  و از توابع درون یاب موجود در جدول   0.5برداشته شده و با فاصله ی  9از جدول 

 شده است.

 

 G2 و   H2 عبارت های مرتبه پایین از سری فوریه برای انرژی جهت دار برای :   I ضمیمه  



 

و    G2 برای جفت فیلتر تربیعی    𝜃، به عنوان تابعی از زاویه ی  E     سری فوریه برای انرژی جهت دار، : 11جدول 

H2   .𝐺2𝑎  ،    𝐺2𝑏     ،... ،𝐻2𝑎  ،    𝐻2𝑏    فیلتر های پایه جدایی پذیر های  و .... خروجی x-y     هستند که در

𝜃  لیست شده اند.   6و   4جدول  = به صورت پاد ساعتگرد، افزایش می   𝜃  نشان دهنده  جهت عمودی بوده و    0

 یابد. 
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